Ucebni text k pfednasce UFY102 Fourierova analyza, Fourierova transformace

Anharmonické periodické viny — Fourierova analyza

Fourieriy teorém: Funkce f (x) s prostorovou periodou A muze byt rozvinuta do fady

harmonickych funkei s vinovymi délkami A, 4/2,1/3,4/4,...etc.

f(x)=C,+C, cos(277zx+€lj+C2 cos[j—Zx+82j+C3 cos(i—%xh%}ﬁ.. (1)

kde veli¢iny C, jsou konstanty.

Je vhodné upravit (1) pomoci trigonometrické identity
C, cos(mhkx +¢,) = A, cos(mkx)+ B, sin (mkx)
kde k=27/A, A, =C, cose, a B, =—C, sing, . Potom
f(x):%+iAm cos(mkx)+ 3" B, sin (mkx) ?)
m=1 m=1

kde jsme prvni ¢len napsali jako 4,/2 z divodi, které budou zfejmé pozdéji. Proces uréovani
koeficienti 4,, 4, a B, pro danou periodickou funkci f(x) se nazyva Fourierova analyza.

Odvod’'me nyni vyrazy pro tyto koeficienty. Integrujme nejprve obé¢ strany vztahu (2) na
libovolném intervalu rovnému A, napiiklad od 0 do A nebo od —4/2 do +4/2 nebo obecné od

x" do x"+ A . Protoze na takovémto intervalu bude
A A
Isin (mkx).dx = jcos (mkx).dx =0
0 0
a pouze jeden ¢len bude nenulovy, a to
A 2
4, A
x)dx=|—dx=A4,—
Jf (x)e= [ Znae= 4,3
a tedy
24
A, =— X ).dx
=717
Abychom nalezli 4, a B, , budeme muset pouZit ortogonality sinusodidlnich funkci, tj.

A

I sin akx cos bkx.dx =0

0

f A
J.cos akx cos bkx.dx = Eé'ab
0

f A
[ sin alorsin blor.dx = B
0
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kde a a b jsou nenulova celd kladna ¢isla a J,, je Kronekerovo delta, které je rovno nule pokud

a# b rovno 1 pokud a =b. Abychom ur€ili 4 , vyndsobme nyni ob¢ strany vztahu (2) cos/lkx,

m

kde / je kladné cel€ Cislo, a potom integrujme pies prostorovou periodu. Pouze jeden ¢len bude

nenulovy, a to ¢len z prvni sumy, ktery odpovida / =m

A

leva strana: j f(x)cos lkx.dx

0

prava strana:

A

A o A -
% I coslkx.dx + z A, I cos mkx.cos lkx.dx + Z B, I sin mkx.cos lkx.dx =
0

m=1 0 m=1 0

Am5/ = Al

m

NN

i
2

Tedy

A

A =%J.f(x)cosm/oc.dx.

0
Podobné vynasobime-li vztah (2) sin/kx a prointegrujeme, dostaneme

A
B, :% ! f(x) sin mikox.dx

Periodickou funkci f{x) s periodou A lze tedy rozvést do Fourierovy fady

f(x)= ‘;0 +Y_ A, cosmkx+ B, sinmkx )
m=1 m=1
27 \ ,
kde k= 7 (vlnové Cislo, prostorova frekvence)

a kde jsou koeficienty rozvoje 4y, A, a B,, definovany vztahy

A, = jj £(x).cos mhkx.dx 3)
5

B, =7 ! £ (x).sin mihox.dx (4)
5

A== j S(x)dx (5)

Je zfejmé, Ze bude-li f(x) suda funkce, tj. f(-x) = f(x), potom B,, = 0 Vm a FourierQv rozvoj bude

obsahovat pouze kosinové Cleny.
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Bude-li naopak f(x) licha funkce, tj. f(-x) = - f(x), potom A4,, = 0 VYm , Ap = 0 a Fourieriiv rozvoj

bude obsahovat pouze sinové Cleny.

Piiklad 1:
Rozvoj liché funkce

f(x)=m—x definované na intervalu <0,27)

speriodoud =27 (= kzzle) f(x+27)= f(x)

— f(x)
FourierQiv rozvoj - prvnich 5 ¢lent

—— Fourierdv rozvoj - prvnich 10 ¢lent
Fourier(iv rozvoj - prvnich 100 ¢lent

Obr. 1. Funkce f(x) =7 —x , definovana na intervalu <0,27), s periodou A = 27, f(x +27) = f(x), ajeji
rozvoj do prvnich péti, deseti a sta ¢lent Fourierovy fady.

2 12
=~ [r-xdx="(m-") =0
27 V4 27,
2z 127r
A4, = J.(ﬂ' x)cosmxdx——.[ﬂcosmxdx——.[x cos mx.dx =
27 Ty
1 o cosmx x.sinmx |
= —sin mx| ——( : ) =0
m 0 m 0
2z 127r
B, = —I(ﬂ x)smmxdx——J.ﬂ'smmxdx——jx sin mx.dx =
2 27
1 1 s1nmx X.COSmX 2
= —cosmx ——( ) =—
m 0 m o m
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o — 2 . . sin2x sin3x sin4x
¢ili x)= ) —sinmx =2(sinx + + + +...
S (x) ; - ( 5 3 4 )
Piiklad 2:
. . . A A
Rozvoj sudé funkce definované na intervalu ( — )
A . YT
f(x)=1 pro ‘x‘ <= kde a je kladné celé ¢islo
a

f(x)=0 pro é<‘x‘
a

s periodickym rozsitenim  f(x+A) = f(x)

2
a

I

2

2 28 2 4
4, =}L_1f(x)dx:/1:[dx =¥ A =—
2 ¢ 27 24 m Y2 (2 4Sin[m j
Am=*If(X)cosmkx.dx=—jcosmkx.dx= sin[mﬂx) =sm(mﬂj= a
A7) A, 27mAm A ), mm a a mz—ﬂ
a

A

B, = jj £(x) sin mhox.dx = /21 j sin mkx.dx =—

24 27zmx\é 1 ( 27mm s—272m)_0

cos =——| cos —-co
27mAm A ‘; m a a
) 4= sin(mz—ﬂ)
Cili =S40y 4 kx
ili f(x) p 2 u cosm
a

kde koeficienty rozvoje jsou

 sin(m 27
A =———_a
m a 27T
mi

a

Konkrétné naptiklad pro @ =4, A=1 (cm) bude k = 27 a rozvoj nabude tvaru (viz. obr. 2a)

f(x) =1+2(coskx—1cos3kx+ICOSSkx—...j
2 7 3 5
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koeficinety Fourierova rozvoje

Fourierova analyza, Fourierova transformace

1.0 N f(x)
0.8 1 a=4
A=1cm
0.6
0.4 1
A4 0 M4 A
== k=2m
0.2 4
A A
0.0 3 | 7 \L//I'\\J
A, A a N | a4 L
-0.2 4
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
Ok 1k 2k 3k 4k b5k 6k 7k 8k 9k 10k 11k 12k 13k 14k 15k 16k 17k 18k 19k
0 2nm 4m o6m 16m 207 30m

Obr. 2a. Obdélnikovy puls jako limitni ptipad, a =4, A =1 (cm).

aproa=8,A=2 (cm)bude k= 7 arozvoj nabude tvaru (viz. obr. 2b)

koeficinety Fourierova rozvoje

11 2 2 1 2 2
f(x)=—+— 2 cos kx + cos 2kx + ——— cos 3kx — ——— cos Skx — — cos 6kx — —— cos Tkx + —— cos kx + ..
4 & 3 5 3 7 9
0.5
™\ f()
0.4' a=8
A=2cm
0.3 A
0.2 A
-8 0 M8 A k=
0.1
0.0 !
A, A, A A Ay Ay Ay \I\J_/I/
-0.1 +
Ok 1k 2k 3k 4k b5k 6k 7k 8k 9k 10k 11k 12k 13k 14k 15k 16k 17k 18k 19k
0 2n 4n 67 8m 10w 12n l6m

mk

Obr. 2b. Obdélnikovy puls jako limitni pfipad, a = 8, A =2 (cm).

mk

|
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0.25 —-\\ f(x)
a=16

-°a’, 0.20 - A=4cm
>
o
o 0.15 -
>
o
Q2
5 0101 AM16 0 A/16 A
(o]
g
£ 005 - k=mn/2
S
(<)
T 0.00 As Aw Au Az An Au A /I/I/T
g Ao AI Az A3 A4 A5 A6 A7 N\_J/l I A17 Alg

-0.05

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

Ok 1k 2k 3k 4k 5k 6k 7k 8k 9k 10k 11k 12k 13k 14k 15k 16k 17k 18k 19k
0 T 21 3n 47 67 8 mk

Obr. 2¢. Obdélnikovy puls jako limitni ptipad, a = 16, A =4 (cm).

Fourierova Fada v komplexnim tvaru:

= > L imkx —imkx imkx ___—imkx
f(x)=‘§0+ZAmcosmkx+ZBmsinmkx=‘;(>+2{Ame +2€ B ; }:
l

m=1 m=1 m=1

= ﬁJ,lz(Am -iB,).e"™ +%Z(Am +iB, ).e™"™
m=1

2 2 m=1
Potom
f(x)= z a,e"™ (6)
1 .
kde a, = E(Am —-iB,) prom>0 @)
A,
=% 8
b= ®)
1 .
a, = E(A_m +iB_,) prom<0 9

Ztejm& a_, =a, (anprom <0 je komplexné sdruzené k a,, pro m > 0), proto je f{x) vzdy realné.

Koeficienty a,, rozvoje fady funkce f{x) nazyvame spektrum funkce f(x).
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Zobecnéni:

S rostouci periodou se hustota komponent podél osy mk na Obr. 2 zvySuje, zatimco tvar obalkové
funkce se neméni. S rostoucim periodou se vzdalenost jednotlivych komponent A (mk) zmensuje,
az pii A — oo pfestanou byt jednotlivé komponenty rozliSitelné. Jak se s rostoucim A zmensuje £,
musi rast 1 m, aby hodnota mk nabyvala znatelnych hodnot. Jestlize mk nahradime k,, (nabyvajici
diskrétnich hodnot), jeZ se v limité A — oo transformuje na £ (tj. spojitou distribuci frekvenci).

V limité€ se tedy A(k,,) stane obalkovou funkci uvedenou na Obr. 2. Vzriist periody nade vSechny
meze prakticky znamena, Ze nase funkce f(x) predstavuje jediny obdélnikovy puls a je tedy
neperiodicka.

Integral je vlastné limitnim pfipadem souctu nekone¢ného poctu infinitezimalnich elementt.

V limitnim pfipadé periody rostouci nade vSechny meze tedy musi byt Fourierova fada nahrazena

Fourierovym integralem
f(x)= ;_F A(k)cos kxdk + TB(k) sin kxdk} (10)
0 0
za predpokladu ze
A(k) = Tf(x) cos kxdx a B(k) = Tf(x) sin kxdx (11)

Podobnost s Fourierovou fadou je zfejma. Veliiny A(k) a B(k) jsou interpretovany jako kosinové a
sinové piispévky s prostorovou frekvenci mezi k a k+dk. Obecné hovotime o Fourierove sinové ¢i
kosinové transformaci.
V ptipadé obdélnikového pulsu ukazeme, ze je to kosinova transformace a ze A(k) odpovida
obalkové funkci z obr. 2.
M¢jme obdélnikovy puls popsany funkci

E, pro x|<L/2
f(x) - { 00 Ip:ro IXI > L;Z

Protoze f'(x) je suda funkce, sinové transformace, B(k) bude nulova a

st L2 L2
A(k):_[f(x)coskx dx = I E, coskx dx:%sinkx _ 25, sink?L

-L/2 -L/2 k

a po vynasobeni Citatele i jmenovatele L dostdvame
A(k)=E,L sinkL/2
kL/2
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-L/2 L/2 X

TN~

v’ T
Mﬂ? 3n 4n sp kLI2

Obr. 3. Obdélnikovy puls a jeho transformace.
Dosad’me (11) do rovnice (10)

fx)= lﬁA(k) cos kdk + TB(k)sin kxdk} =
V4

(12)

=—Icoskxff coskx dx’'dk +— Ismkxjf smkx dx’dk

Protoze cosk (x’—x)=coskx’cos kx +sin kx"sin kx mézeme vztah (11) upravit do tvaru

j“ £ (¥)cosk(x )dx’}'k (13)

Veli¢ina v hranaté zavorce je sudou funkci £, a proto zména integra¢nich mezi vnéjsiho integralu

vede na

f(x)=Lmﬁ f(x’)cosk(x’—x)dx'}dk (14)

L {j f(x’)sink(x’—x)dx’}dk:o (15)
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a proto miizeme vztah (14) s uvazenim (15) a Eulerova vzorce vyjadiit jako komplexni tvar

Fourierova integralu

f(x) =§1z f(x')e”“ldx'} e dk (16)
Potom
LT i
f(x)—zin(k)e dk (17)

kde (pii nahradg integraéni proménné x’ = x)

F(k)= Tf(x)e"“a’x (18)

O funkci F (k) fikame, Ze je Fourierovou transformaci (obrazem) funkce f(x), coz se
symbolicky vyjadfuje vztahem

F(k)=F{f(x)] (19)
Viimnéte si, ze A(k) je redlnou Casti F (k) a B(k) jeji imaginarni Casti, tedy

F(k)=A(k)+iB(k) (20)
Komplexni veli¢inu F (k) miiZzeme také vyjadfit ve tvaru

F(k)=|F (k)" 21
kde ‘F (k)‘ je tzv. spektrum redlnych amplitud (amplitudové spektrum) a ¢(k) reélna faze
(fizové spektrum).
Jako je F(k) piimou Fourierovou transformaci f(x),je f(x) inverzni Fourierovou

transformaci F (k) , coz lze symbolicky vyjadfit jako

f ()= {F (k) =7 {#{f (x)}] (22)
a o funkcich f(x) a F (k) hovofime jako o funkcich fourierovsky sdrufenych (Fourieritv pdr).
Je-li funkce f funkci ¢asu namisto prostorové souradnice, potom ve vztazich vySe zaménime x

za t a k, prostorovou frekvenci (k =27/x) za @, Ghlovou frekvenci. Potom bude

7(0) =$ F(w) e dw (23)
F(0)= [ £(t)e"d (24)
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Je dobré poznamenat, ze pokud funkci f (x) muzeme vyjadfit jako soucet funkei, jeji Fourierova

transformace (18) bude souctem transformaci jednotlivych slozek (jako ilustraci viz obr. 4).

Je-1i tedy
f(x)=£(x)+ £ (x)
potom F(k)=F{f(x)}=F{f (x)}+F{f,(x)} =F (k)+F, (k)

~

F,(k)

1 Aﬁ
—
x

DO P+ N W A~ O
N B O

1
N

1
N
o
N
o

X

F,(k)

3

R =N w B O
NN\E o

f,(x)=F,(x)+£,(x) Fi(k)=F,(k)*F,(k)
8

6 i
4 d

Obr. 4. Fourierova transformace souctu funkci.

Dvojdimenziondlni Fourierova transformace
Dosud jsme se omezili pouze na jednodimenzionalni funkce (funkce jedné proménné), ale v optice

se Casto zabyvame dvojdimenzionalnimi funkcemi popisujicimi napiiklad rozloZeni pole na

10
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apertuie a nebo rozloZeni hustoty toku energie (intenzity) na stinitku. Fourierovsky par mize byt

zobecnén pro dvojdimenziondlni funkce takto

1 T —ilkx+ vy
7(x, y)=(2ﬂ)2_£ [, F(kok, e i k., (25)
a
F(k, k)= T T £ () ax ay (26)

—00 —oo

Zabyvejme se jesté funkei popisujici casové omezenou monochromatickou vinu (puls trvani 27) o
frekvenci @,
Ee ™ pro [t|<T
B(n)={" POt @)
0 pro |t| >T
VInu mizeme vyjadfit pomoci (23) jako
1 5 ,
E(t)=— | F(w) e dw
()=5:F@)

kde
F(w)= [ £(r)e™dr

je rozdélovaci funkce amplitud monochromatickych slozek podle frekvence @ . Potom

T i(w-mo) |° i(o-wy)r _ -i(w-w,)7 . _
F(0)=E, [ dr=E,~—ro =E%—° _yp, Sn(@= )T
. z(a)—a)o)_T i(0-w,) (0-w,)
a po uprave
F(o)=2E, sin(w—-w,)7 (28)
(0-w,)7
Funkce
in(w-w,)r ’
2 sin(w—
F =47E) | ———— 29
‘ (a))‘ 4 O{ (w_a)o)z_i| ( )

urcuje spektralni rozdéleni energie vinéni neboli vykonové spektrum (viz obr. 5).

sin(w-w,)7

2
Funkce [ } nabyva hlavniho maxima pro @ = @, a minima pro

(w-w,)7

(w-w,)t=mn Im|=1,2,3...

11
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Hlavni maximum je ohrani¢eno prvnim a minus prvnim minimem, a tedy ma polositku
1
(w-w))t=2n(v-Vv))T="1 = AV=V—V0=2— (30)
T

Vidime tedy, Ze polosiika centralniho maxima je nepiimo imérna délce pulsu. Cim je puls delsi,
tim je jeho vykonové spektrum uzsi a tim méné se puls lisi od monochromatické viny. Casové
ohranic¢eny puls jiz tedy nelze povazovat za monochromatickou (harmonickou) vinu, ale za
kvazimonochromaticky "balik" vin o spektralni polosifce nepifimo imérné dob¢ trvani pulsu.

Z (30) je ztejmé, ze soucin délky trvani pulsu Az =27 a frekvencni Sitky Av je konstantni

AvAt=1 (31)

|Fv) I

V-127 vy, ytl2t 4
24v,

Obr. 5. Spektralni rozdéleni energie pulsu délky 27.
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