Ucebni text k prednasce UFY102 Lamavy hranol

Lom hranolem

lamavé stény

lamavéa hrana

lamavy Uhel ¢

deviace & uhel, o ktery je po vystupu z hranolu vychylen svételny paprsek lezici v roviné

kolmé k ldmavé hran¢€ (v tzv. hlavnim fezu hranolu), ktery se lama na obou ldmavych sténach

Obr. LH1. Hlavni fez lamavého hranolu.

Z obrazku je ziejmé, Ze plati

o=a,+a,—¢ (1)

¢ =p+p, 2)
¢ili o=(a,+a,)—(p, +5,) (3)
Zakon lomu pro prvni a druhé rozhrani

sing, = Nnsin g, (4a)

sina, =nsin 3, (4b)

Aby svétlo hranolem viibec proslo, musi byt thel dopadu na druhé rozhrani £ mensi nez
mezni thel fy, tj. z (4b) a (2) plyne
) . |
sin f, =sin(p— £,) < =sin f, a tedy B >0~ By
n
Ze (4a) potom vyplyne podminka pro uhel dopadu na rozhrani o
1>sine, 2sina, =nsin(p - f,,)

kde ¢, je thel dopadu na prvni rozhrani, pfi kterém bude S, = S,
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Z nerovnosti
nsin(¢ — By, ) <1 = sin(¢—ﬂM)£l:sinﬂM
n

vyplyva omezujici podminka pro lamavy uhel
P<2py (5)
a ze vztahu
sing, > sina, = nsin(¢ — fy,)
dostdvame omezujici podminku pro tthel dopadu na prvni rozhrani
a, 2 a, = arcsin(nsin(¢ — S, )) (6)
ProtoZe ldmavy thel hranolu musi byt mensi nez dvojnasobek mezniho ithlu, dopadajici a
proslé paprsky jsou charakterizovany nésledujicimi podminkami:
a, <a, <90° 90° > a, > q,
V zavislosti na velikosti ldamavého thlu mohou nastat Ctyti ptipady:
1. @=2pw , potom ze vztahu (??) vyplyva, ze siney = 1 , tedy on = o = 90° a zadny
paprsek hranolem neprojde.
2. Pu<@<2Pu ,potom thel ¢- fu nabyva hodnot mezi0a fuy a O <nsin(p-B,,)<I,
a tedy thel dopadu o1 mliZze nabyvat hodnot mezi o a 90° a thel & mezi 90° a o
(a0 >0).
3. @= fu,potom o =0 a vSechny paprsky s thlem dopadu v intervalu <O°,90°> hranolem
prochazeji.
4. 0< @< pu,potom o je zadporné a vSechny paprsky s tthlem dopadu v intervalu

<a0 ,90°> hranolem prochazeji.

Ze (4b) s uzitim (2) a (4a) lze vyjadrit uhel o
a, =arcsin(nsin f,) = arcsin[n sin(p — )] = arcsin[n(sin @ cos [, —sin S, cos go)] =
= arcsin(sin @-/n* —sin® o, —sinq, cos (p)

a dosazenim do (1) vyjadfit deviaci jako funkci tthlu dopadu oy

o=q,+ arcsin(sin (o\/m —sina, cos (p)— @ (7)

Zavislost deviace ¢ na thlu dopadu ¢ pro hranol s lamavym uhlem ¢ = 60° a indexem lomu

n=1,5 je zndzornéna na Obr. LH2.
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Lamavy hranol
Secteme-li (4a) a (4b)
sing, +sina, = N(sin B, +sin f,)
upravime
. ta a —-a ) + -
2sin ——-2 cos 2=n.2sm’61 ﬂzcosﬂl P,
2 2 2
a dosazenim z (1) a (2) nakonec odvodime vztah
. 0+ -
Nt 8)
sin cos——2
2
90°+a;~¢
=)
[0
T 50 1
o
@
(&)
o
3
L 40 -
8min
30

Uhel dopadu «, (deg)

Obr. LH2. Zavislost deviace na tihlu dopadu pro hranol s lamavym tihlem ¢ = 60° a indexem lomu n = 1,5

Minimalni deviaci i uréime z podminky
do
—=0 9
do ©)

Z (1) v ptipadé minimalni deviace (podminka (9)) dostdvame

de, _
BE

a diferencovanim (3) a (4) dostdvame

dp __dB,

de, de,
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ze (4a) cosa, =Ncos f a8
de,
ze (4b) cosa, da; _ ncos £, dp,
de, de,
2 odtud da, _ cosa,cos S, (10
de, cosa, cos f3,

Z (7) a (8) pro minimalni deviaci ziskdme podminku

do _ | cosa, cos b,
de, cosa, cos f3,

=0 (12)

Umocnénim a dosazenim z (4) nakonec dojdeme k rovnici

1-n*sin®> B, 1-n’sin’ g3,

cos’ 3, cos’ 3,

ktera bude splnéna pokud B, =4,=/ a tedy o =a,=a

(druhy kofen rovnice vyse, S, =—/3,, implikuje ¢ =0 a nema tudiz fyzikalni smysl). To, Ze se
jedné o minimum Ize ukdzat vypoctem druhé derivace. Jednoduseji to Ize ukédzat z prib&hu

deviace jako funkce thlu dopadu v intervalu (¢,,90°) :

e pom=a =  =90° = cosa, =0 = z(10) :5:—00
a,
o do

e prom;m=90° = @;m=m = cose, =0 = z(10) d—:l ,
a,

¢ili derivace deviace podle thlu dopadu je na intervalu <a0 ,90°> rostouci funkei a tudiz

funkce 0= & 1) na tomto intervalu prochdzi minimem.
Pfi minimalni deviaci tedy nastava symetricky chod svételné¢ho paprsku hranolem, nebot’ ze
vztahti (1) a (2) vyplyva

Opin =20 — @ a p=2p
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Obr. LH3: Symetricky chod paprskii hranolem p¥i minimalni deviaci.

Dosazenim do (4b) potom dostavame podminku pro uhel dopadu pii minimalni deviaci omin

Apin = arcsin(n sin gj

V ptipad€ minimdlni deviace potom z (6) vyplyva zndmy vztah

Sin o Sil’l (0 + 5min
n="mn%_ 2 , (13)
sin /3 sin ?

(24

ktery je pouzivan pro urovani indexu lomu skla. Zmétime-li minimalni deviaci dmin a lamavy
uhel @ pomoci hranolového spektrometru, mizeme ze vztahu (13) stanovit pro danou vinovou

délku index lomu hranolu n.

lamavy thel ¢ | minimalni Ghel minimalni uhel dopadu pti
dopadu a deviace Onin minimalni deviaci ¢min
30° -17°537 15°41° 22°50°
40° -2°43° 21°44° 30°52°
50° 12°20° 28°41° 39°22°
60° 27°55° 37°11° 48°35°
70° 45°7° 48°43" 59°21°
80° 68°2° 69°14° 74°37°
83° 81°3° 84°22° 83°41°

Tab. LH1: Minimalni thel dopadu, minimélni deviace a thel dopadu pti minimalni deviaci pro rizné lamavé
uhly. Hodnoty uvedené v tabulce byly vypocteny pro hranol s indexem lomu n = 1,5. Z hodnoty mezniho uhlu
(v =arcsin(1/n) ~ 41°49") vyplyva omezujici podminka pro lamavy uhel ¢ <28y~ 83°37". Zaporné hodnoty
uhlu dopadu znamenaji, Ze dopadajici paprsek lezi vpravo od kolmice dopadu (hel méfime od kolmice
k paprsku).
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Disperze hranolu
Index lomu hranolu je funkci vinové délky A (obr. LH4)

n=n(A4)

a proto i deviace ¢ bude zaviset na A
0=0(4)

Uhlovou disperzi definujeme vztahem

Zatimco prvni faktor na pravé strané vztahu (14) zcela zavisi na geometrickém usporadani,

druhy charakterizuje disperzi materialu, z n¢hoz je hranol vyroben. Protoze uhel dopadu e
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Obr. LH4: Zavislost indexu lomu na vlnové délce pro sklo BK7 (Schott).

nezavisi na vinové délce svétla (predpokladame, ze na ldmavou sténu hranolu dopada
kolimovany svazek a thel dopadu je tudiz stejny pro vSechny vlnové délky), dostavame

diferencovanim (3) a (2)

dé _da, a6, __dp,
dn dn dn dn
az(4)
sinﬂl—kncosﬂl%:O
dn

as,
dn

da :
cosa, d—z =sin £, + ncos 3,
n

a odtud eliminujeme
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djz sin(, + 3,) __ sing

(15)
dn cosa,cosff, cosa,cosp,
Obr. LH5: Rozklad svétla hranolem.
(a
vstupni instqpni
Sterbina A Stérbina
predmétova koliméator kondenzor obrazova
rovina rovina
Obr. LH6: Schéma hranolového spektrografu (pruchod svétla pii minimalni deviaci).
Za podminky minimalni deviace bude mit vztah (15) tvar
ds . . 2sin?cos?  20Bsin?
das _ sin @ _ singp 2 2 2 _9 (16)
dn  cosa,cos f, cosacos% cosgqcos?  OBcosa |
kde | oznacuje pti¢ny rozmér svételného svazku a b rozmér zakladny hranolu (viz obr.
LH6).
Dosazenim do vztahu (14) potom dostdvame pro thlovou disperzi hranolu vztah
b dn
“ =14 (17)

S uzitim (17) potom mizeme vyjadiit zménu deviace Ao pii zmeéné vinové délky 4 o AA
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As=2904; (18)
I dA
Linearni disperzi hranolového spektrometru na obr. LH6 potom muizeme vyjadiit jako
p =D, - f2d0 (19)
I dA
kde f je ohniskova vzdalenost kondenzoru.

Pro b=4cm, :—2=10"4nm'1, =2cm a f=20cm bude D =2.10"*rad/nm a

[24

D, =4.10” m/nm . Reciproka linearni disperze p tom bude D, =1/D, =25 nm/mm, tedy na

1 mm v obrazové roviné spektrometru padne interval vinovych délek Siroky 25 nm.

Pokud jde o rozliSovaci schopnost hranolového spektrometru, podle Rayleighova kritéria
musi byt (omezeny pticny rozmér svazku predstavuje Sitku "Stérbiny") tthlova vzdalenost
centralnich ohybovych maxim vinové délky 4 a A+ AA alesponi

AS = % (20)

S uzitim vztahu (18) dostdvame

as =Ny, A 21)
I dA I
Odtud snadno ziskdme vztah pro rozliSovaci schopnost (Resolving Power)
Rp.= 2t —pdn 22)
Al dA

Pro vyse uvedeny piiklad bude R.P.=4 cm . 10*nm" =4.10° = 4000 . To znamen4, Ze pro
500 nm

A =500 nm jsme schopni rozlisit dvé vinové délky lisici se 0 AL = =0,125 nm..
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