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1. Uvod - elektromagnetické viny

Historicky se pii pokusech o pochopeni fyzikalni podstaty svétla stiidavé prosazovaly dva
zakladni koncepty — Casticovy a vlnovy. V 17. stoleti Sir Isaac Newton (1643-1727), ktery
podstatné piispé€l k rozvoji fady védnich oborti véetné optiky, predpokladal, ze se svétlo sklada
Z jednotlivych castic. Ve stejné dob¢ rozvinul Christiaan Huygens (1629-1695) vinovou teorii
svétla. Postupné po bouilivych diskusich zacal vinovy model svétla prevazovat nad modelem
Casticovym. K tomu vyrazn¢ prispél Thomas Young (1801) (1773-1829) svym slavnym
dvojstérbinovym experimentem, kterym vysvétlil interferenci svétla. VInovy model definitivné
potvrdil James Clerk Maxwell (1831-1879), ktery formuloval zakladni rovnice pro teorii
elektromagnetického pole (1865) a rovnéz predikoval existenci elektromagnetickych vin, které
se Sifi rychlosti svétla. O propojeni vlastnosti svétla s elektromagnetickou teorii a o propagaci
této myslenky se zaslouzilo vice védcl. Zde jmenujme Paula Drude a jeho ucebnici (1900).
Otazka fyzikalni podstaty svétla se tedy jevila jako vyfeSend a uzaviena. Postupné se vSak
objevovaly vysledky novych experimentd, které se pomoci pouhé vinové teorie nedafilo
objasnit. Mezi né€ patiilo zejména méteni spektra zafeni erného télesa a existence prahu energie
elektronti emitovanych z latky po ozafeni svétlem — vné&jsi fotoelektricky jev. Pfitom energie
jednotlivych vyletujicich elektroni zavisi na frekvenci dopadajiciho zafeni a nikoli na
dopadajicim vykonu (Philipp Lenard 1902). Na dopadajicim vykonu zavisi pocet vyletujicich
elektront. V souladu s Planckovou hypotézou objasiujici zakonitosti tepelného zafeni byly
vlastnosti fotoelektrického jevu vysvétleny predpokladem, Ze svétlo piedava energii latce po
dale nedélitelnych porcich — kvantech, Albert Einstein (1905), Nobelova cena 1921. VVzhledem
k tomu, Ze zjevné nékteré experimentalni vysledky Ize dobfe popsat vinovym modelem a jiné
modelem ¢asticovym (kvantovym), pracujeme s tzv. modelem vinové-¢asticového dualismu,
ktery tuto skutec¢nost vystihuje. Hypotézu o vlnové — Casticové dualité (platici obecné, nejen
pro elektromagnetické viny — fotony) formuloval Louis-Victor de Broglie (1924), Nobelova
cena 1929. Po vzniku kvantové mechaniky (1925) se zacala rozvijet i kvantova teorie
elektromagnetického pole, jejiz soucasti je kvantova optika.

Fyzikalni realita ,,svétla“ je velmi sloZita. K vysvétleni vybranych jevil se uzivaji vice ¢i méné
slozité modely. Zakladnim ,,objektem®, se kterym budeme v naSich ptredstavach pracovat, je
monochromaticka, postupnd, homogenni, netlumena, ur¢itym zptsobem polarizovana rovinna
vina, vysvétleni pojmi je v Dodatku 1.1. Takovy silné idealizovany fiktivni ,,objekt by m¢l
trvat nekonecné dlouho a tedy by mél byt nekonecny ve sméru §ifeni a Casoveé dokonale stabilni
(monochromati¢nost). Homogenita viny (ve vyznamu konstantni amplituda podél vinoplochy)
vede K pozadavku na nekone¢nost ve smérech kolmych na smér Sifeni. Nékolik poznamek
k témto podminkam je v Dodatku 1.2.

V tomto kurzu ,,Optika® budeme pouzivat pievazné popis =zalozeny na klasické
elektrodynamice, tj. na Maxwellovych rovnicich. Pouze v zavéru kurzu se dotkneme jevu, které
Vv prvni poloving 20. stoleti vedly k predstavam o energetickych kvantech.


https://en.wikipedia.org/wiki/Louis-Victor_de_Broglie
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V této uvodni kapitole pfedevSim shrneme nékteré vybrané poznatky z kurzu ,,Elektfina a
magnetismus®, na které v ,,Optice® navazeme.

V dodatcich jsou uvadéna nékterd shrnuti, dale témata rozsifujici zakladni text a néktera
odvozeni. Budeme pouzivat diferencidlni operatory Vv kartézské souiadné soustave, jejichz
ptehled je v matematickém dodatku M.

1.1 Maxwellovy rovnice

Pti popisu svétla jako elektromagnetick¢é viny vyjdeme z Maxwellovych rovnic

v diferencidlnim tvaru ve volném prostoru, ve kterém se mohou nachézet volné naboje a volné

proudy. Tu¢né budeme znacit vektorové veli¢iny. Prvni divergen¢ni rovnici zapisSme jako
p(r,t) (1.1)

div E(T, t) = )
20

coz rozepsano do kartézskych slozek je

0E,(x,y,z,t) 0E,(x,y,z,t) O0E,(x,y,z,t) p(xy,zt)
+ + = :
0x dy dy &

V dal§im budeme (r,t) = (x,y,z,t) vétS§inou vynechavat, protoze se bude jednat o lokalni
vztahy.

Zde p je hustota niboje (rozmér A s m3). Rovnice 1.1 ukazuje, Ze elektrické naboje jsou
zdrojem vektorového elektrického pole E(r,t). Piesnéji feceno jedna se o Cast elektrického
pole oznacovanou jako pole ziidlové. Silo¢ary jsou orientované kiivky vychézejici z kladnych
naboju a koncici na zapornych, pfi¢emz vektory E jsou k témto kiivkam te¢né.

Dalsi divergencni rovnice je
divB = 0. (1.2)

Rovnice 1.2 fika, Ze neexistuji zadné magnetické naboje, ze kterych by vychazely silocary
magnetického pole, magnetické silocary jsou uzaviené kiivky. Silo€¢arou oznacujeme kiivku,
ke které je pole (v daném ptipad¢ vektor B) v daném misté tecnou.

Faradaytv zakon elektromagnetické indukce zni

0B (1.3)
rotkE = ——.
ot
Rovnice 1.3 je formulaci Faradayova zakona elektromagnetické indukce, tedy Ze ¢asova zména
magnetické indukce B(r,t) vyvolava pole elektrické. Ta popisuje tu ¢ast elektrického pole,

kterou miiZzeme charakterizovat jako pole virové, jehoz silo€ary jsou uzaviené kiivky.
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Ctvrtou rovnici, ktera kompletuje popis elektromagnetického pole je rovnice popisujici
Ampérav zakon, ktera v dobg, kdy se touto problematikou Maxwell zacal zabyvat, byla znama
Ve tvaru pro staciondrni pole

rotB = 4 j, (1.4)

kde j je vektor hustoty elektrického proudu vyvolaného pohybem nabojli (rozmér A m?). Tato
rovnice by byla pro nestacionarni pole v rozporu s rovnici kontinuity elektrického proudu (tj.
se zakonem zachovani elektrického naboje)

d 1.
divj = _6_[;' (1.5)

S vyuzitim rovnice 1.4 a zndmé vektorové identity div rot @ = 0 dostdvame
divrot B = y,divj =0,

coz je vrozporu Srovnici 1.5. Maxwell proto pii své praci nad sjednocenim teorie
elektromagnetického pole doplnil rovnici 1.5 o dalsi ¢len, ktery uvedeny rozpor odstranil:

, OE (1.6)
rotB = u j+ &u, TS

Vyraz

., OF (1.7)
]Max_goa

ptredstavuje tzv. Maxwelliv posuvny proud.
Hodnoty konstant jsou

permitivita vakua &, = 8,854.1072 Fm™! = 8,854.10712 m~3kg~1s*A? a permeabilita
vakua pug = 4m. 1077 NA™2 = 12,566. 1077 NA 2 = 12,566. 10" "m kg s 2A~2.

Doplnéni Ampérova zakona 0 Maxwelliv posuvny proud se ukazalo jako jednim z klicovych
krokti pro odvozeni vlnové rovnice z Maxwellovych rovnic. To bylo velmi vyznamnou
podporou nazoru, ze svétlo je elektromagnetické vinéni.

Uvedeny diferencidlni tvar Maxwellovych rovnic je vhodny pro objemové hustoty. Plosné,
linedrni ¢i bodové rozlozeni naboje vyzaduje doplnéni, které zde nebudeme diskutovat.
Podobn¢ je tomu s proudem tekoucim v plose nebo po kiivce.

Maxwellovy rovnice dopliime o silové pisobeni poli na diskrétni naboje q pohybujici se
rychlosti v, vyjadfené Lorentzovou silou

F=F;+Fz=q(E+v, x B).

Diferencialnimu tvaru Maxwellovych rovnic obsahujicich objemové hustoty néboje a proudu
ovSem Iépe odpovida objemova hustota Lorentzovy sily (sila pisobici na jednotku objemu)
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f=fetfs=pE+jXB.

Pfislu$né jednotky objemové hustoty sily jsou N m3,

1.2 Vinova rovnice

Aplikujeme-li operator rotace na rovnici 1.3, dostaneme

d(rot B) . (1.8)
rotrot E = T grad div E — AE.
Nejprve se omezime na pripad vakua, kdy je p = 0,j = 0. Pak je divE = 0 azrovnic 1.8 a

1.3 dostaneme pro Laplacetv operator pusobici na pole E(x, y, z, t)

0%E (1.9)
AE = EO,LIO F

Ptipomenme, ze zapis 1.9 zastupuje 3 rovnice pro jednotlivé slozky. V kartézském soufadném
systému mizeme rozepsat

0%E, 0°E, 0%E, 0%E,
+ + = &My =5

dx?  0dy? = 0z? 0 Jt?

0%*E, 0°E, N 0%E, 0%E,

ax2 T ayz "oz T Pt g

0%,  OE, 0%, _ 0%,
ox2 | ayz a7z HoTgez

Tato rovnice je analogicka vlnové rovnici znamé z mechaniky

1y L 0% (1.10)
=125

kde u je vychylka mechanické viny a v je jeji fazova rychlost.

Porovnanim rovnic 1.9 a 1.10 dostaneme

(1.11)
Sy = C_Z’

kde dosazenim dostaneme rychlost $ifeni vlny ve vakuu ¢ = 2.997 x 108 m s,

V 19. stoleti jiz bylo z fady experimentd ziejmé, ze svétlo ma vinovou, elektromagnetickou
povahu. Jednim z pozorovanych jevl, které naznacovaly néjakou souvislost mezi
magnetismem a svétlem, byl Faradaytv jev, ktery byl pozd¢ji vysvétlen jako kruhovy dvojlom
indukovany magnetickym polem. Rovnéz byla pomérné dobie znama rychlost Sifeni svétla. Ale
teprve odvozeni vlnové rovnice 1.9 z Maxwellovych rovnic jasn¢ ukazalo, Zze svétlo ma
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charakter elektromagnetického vInéni srychlosti Sifeni ¢ ve vakuu, kterd souhlasila
s experimentalné zndmou rychlosti Sifeni svétla.

1.2.1 Jednorozmeérna vinova rovnice

Nyni ukaZeme, Ze kazda funkce f(z + vt) je feSenim jednorozmérné vlnové rovnice.

0*f 1 0%f (1.12)
dz2  v2 9t?’

v

Pak je

0%f 9%  of  _of 9 0

922" 9g2 ot ag a2 U og

a dosazenim do 1.12 dokaZeme platnost tohoto vztahu. Analogickym postupem lze ukazat
platnost vinové rovnice i pro piipad ¢ = z + vt, tedy pro postupnou vinu $ifici se v zaporném
sméru osy Z.

Kazdé teseni vinové rovnice se nazyva vinou. Pro zakladni popis Sifeni a interakce svétla
s latkami je nejvyznamné;jsi postupna harmonicka rovinna vina, kterou Ize zapsat napt. jako

E = Eycos [k(z + vt)] (1.13)

o v , v . . , 2 .. .
pro pfipad Sifeni ve sméru osy z. Eq je amplituda viny. Zvolime k = % a nazveme jej velikost

vlnového vektoru. Pro faktor k je vhodné volit jednotky rad m (pfipadné& ° m™?) coz zajist'uje,
ze argument funkce cos je thel. V soustavé SI je Casto thel povaZzovan za bezrozmérny a pak

. v v v ey - Py v 1 ,
je rozmé&r k ml. Potom se oviem neodliduji jednotky veli¢in vInodet 72 vlnovy vektor.

Podobna situace je mezi frekvenci % (jednotky Hz = s™1) a kruhovou frekvenci w = 2?71,
jednotky rad s, v SI téz st
Dalsimi tipravami vztahu 1.13 dostaneme alternativni formy zapisu
2 vt 27t 1.14
E = Eycos(kz + kvt) = Ey cos (kzi7> = E, cos (kziT> = (1.14)

= Eycos(kz + wt),

kdeT = %je perioda viny (doba kmitu) a w = 2?” je uhlova frekvence.

1.2.2 Vina v tfirozmérném prostoru

V obecném 3D ptipad¢ lze harmonickou rovinnou vinu zapsat ve forme
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E =Eycos (k-r+ ot + 0). (1.15)

Argument @ = k-r+ ot + & se nazyva faze viny. Veli¢ina k = 27” So se nazyva vinovy

vektor a s je jednotkovy vektor ve sméru k, & je pocate¢ni nabéh faze viny v bodé r =0 a
vcaset = 0.

Polozime-li k - r = konst., ptedstavuje mnozina polohovych vektorti r rovinu kolmou na smér
Sifeni dany vektorem k (resp. jednotkovym vektorem sg), obr. 1.1. VIné€ popsané vztahem 1.15
se proto fika rovinna vlna. Faktor +wt popisuje Sifeni viny v Case ve sméru vektoru k
(znaménko -) nebo proti jeho sméru (znaménko +).

Obr. 1.1 Znazornéni fezu rovinnych vlnoploch pro vinu s vinovym vektorem k =
(kx, ky, 0) = k s,. Carkované je zakreslena vinoplocha prochézejici po¢atkem soufadné
soustavy a vilnoplocha vzdalena od pocatku o vinovou délku A. Barevné jsou zakresleny
Ctyfi polohové vektory reprezentujici obecny polohovy vektor bodu na vinoplose M.
Vzdalenost raznych bodt vinoplochy M od pocatku v jednom libovolném Ease spliiuje
podminku k- r; = k,x; + kyy; = kr; cosd; = vt. Vlnova délka je A =vT, T je doba
kmitu.

S vyuzitim komplexni proménné lze rovnici 1.15 zapsat jako
E = E, eitkrtottd) (1.16)

V tomto piipad¢ je amplituda E redlnd. Nabeh faze +6 je mozné zahrnout do amplitudy, kterd
se tim stane komplexni

EO = Eoeiié‘. (117)



Uvod — elektromagnetické viny

Zékladni pravidla pro uzivani komplexniho formalismu pro popis monochromatické viny jsou
v Dodatku 1.3.

cos(@+9), cos@, cos(@-0), o=1rad

1,0

EIE,
0,5

0,0

1,0
EIE,
0,5

0,0

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
ot [rad]

A , . . . L. . . E , .
Obr. 1.2 V horni ¢asti obrazku jsou znazornény zavislosti poméru - na fazi @ = kz —
0

2 2, . , . y y _y y Y1
wt = 7”2 — ?n t (Cerné), na fazi @ + § (Cervené) a na fazi @ — § (modre). Prostiedni Cast

Sy - E o PN o o1lx fox A
zachycuje ¢asovou zavislost = (t) v misté z=0 a spodni ¢ast ¢asovy prubéh v misté z = T
0

. ¥ vixo v T NIRRT ¥ rx , -
kam maxima dob¢hnou zpozdén¢ o " Prohozeni potadi kiivek cervena — ¢ernd — modr4d je

zpusobeno zapornym znaménkem u wt.
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AX
A vr

*E

Obr. 1.3. Vzajemna orientace vektord v postupné, linearné polarizované, rovinné viné
Vv jeden asovy okamzik. Dikaz toho, Ze oba vektory kmitaji ve fazi, bude proveden v dalsi
¢asti (rovnice 1.34, 1.35)

1.2.3 VIinova rovnice v materialovém prostredi

Obecné pfi interakci elektromagnetické viny s latkou dochazi k mnoha procestim, jako je
nataceni elektrickych a magnetickych dipolt v latce pfitomnych, k vzijemnému posuvu
kladnych a zapornych iontli a dalSim. Uvedené procesy vsak byvaji spojeny s pohybem
poméerne hmotnych objektl a jsou efektivné excitovany elektrickym a magnetickym polem viny
pii frekvencich obvykle nizSich nez odpovida optickému oboru. Pii priachodu
elektromagnetické viny Vv optickém oboru spektra reaguje materialové prostiedi v mnoha
ptipadech pievazné na elektrickou slozku viny vytvarenim dipolt vychylovanim elektronovych
oblakil z rovnovéaznych poloh. Dominanci plisobeni elektrické slozky 1ze ukazat z Lorentzovy
sily porovnanim velikosti elektrické a magnetické slozky

F:FE‘l‘FB :q(E+ve X B),
kde v, je rychlost elektronu a
|FB| = |qveB sina|, |Fglmax = |qveB|’ |Fg| = |qE|-

Dale vyuzijeme vztahu B = g kde v je rychlost Sifeni elektromagnetické viny v latce a pro

pomér sil dostaneme

|FB|max _ Ve

|Fg| v’
Obvykle je rychlost elektronu mnohem mensi nez rychlost Sifeni elektromagnetické viny. Pak
muzeme pii popisu interakce elektromagnetického zafeni s latkou magnetickou cast interakce
Vv fad¢é pfipadd v oboru optickych frekvenci zanedbat. Budeme v nasledujicim textu uzivat
aproximaci ,,nemagnetického* prostiedi B(r,t) = uoH(r,t).
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Kdyz latka reaguje na elektrickou ¢ast Lorentzovy sily coulombickou interakci, dochazi ke
vzniku rGznych dipélt (napt. dipdl vznikly vzajemnym posunem ziporné nabitého
elektronového obalu vzhledem ke kladné nabitému atomovému jadru, posunem kladnych a
zapornych naboju v materialech s iontovou nebo ¢astecné iontovou vazbou apod.) Pole v latce
se Vv prostoru na nanoskopickych vzdalenostech rychle méni. ,,Mikroskopické™ Maxwellovy
rovnice jsou téZ znamy jako Lorentzovy rovnice, které formalné€ popisuji pisobeni lokalnich
poli na castice tvofici latku. Vhodnym c¢asovym a prostorovym zprumérovanim poli
vystupujicich v Lorentzovych rovnicich miZeme rozmazat atomarni strukturu latky a
dostaneme tak fenomenologicky model spojitého prostiedi, ktery popisuje pole
makroskopicky. V dalsim pouzijeme tento fenomenologicky popis na pfipad
elektromagnetickych vin. Jednim z vysledkt je zavislost rychlosti §ifeni monochromatické viny
na permitivité materialu g€, (w) a piipadné na permeabilité pyu, (w). Mikroskopicky model
dopadajici viny a kulovych vin vyzatovanych mikroskopickymi vybuzenymi kmitajicimi
dipoly, pricemz vSechny tyto komponenty se Sifi rychlosti ¢ a vyslednd (experimentalné
meéfitelnd) rychlost slozené viny je vysledkem interference téchto slozek.

Shrnuti Maxwellovych rovnic v modelu spojitého prostiedi a podminek na rozhrani dvou
prostiedi je uvedeno v Dodatku 1.4. K jejich odvozeni a k odvozeni vinové rovnice se vztahuji
nasledujici Gipravy. Rozepiseme Maxwellovy rotacni rovnice

0B(r,t 1.18
rotE(r,t):—¥ (1.18)
Jt
a v aproximaci nemagnetického prostiedi je
. 0E . 0P O0E
POLB = o] + folly 5 = Hy (’f+§)+ ftoge T
(1.19)

] oP OE . . ) ] oD
= HoJp tHoao T Solly 5o = uo(s +Jp +Jmax) = tojy + Ho ¢
Hustotu elektrického proudu j jsme rozdélili na proud volnych nosicli j¢ a polariza¢ni proud

. y . . ) d
vyvolany ¢asovou zménou vektoru polarizace jp = 5

Oznacili jsme
oD

Jp tJjmax = E

Spojenim ¢lenti obsahujicich proudové hustoty Maxwellova posuvného proudu ju., @
polariza¢niho proudu jsme dospéli K veli¢iné elektricka indukce D = ¢yE + P.

Aplikaci operatoru rot na Maxwellovu rovnici dostaneme

d(rot B) 0j ¢ 0%pP 0%E (1.20)

rotrot E = — 3 —,uoﬁ—,uow—go,uow=graddivE—AE,
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kde

: p 1 (1.21)
divE =—=— + 0,).

iv i, (pf Pp)
Elektricky naboj p jsme rozdélili na naboj volnych nosict Py a polariza¢ni (vazany) naboj p,.

Z rovnice 1.20

0%E gradp, gradp djs a%p (1.22)
AE — = £ — —
“otlo B¢z ot THge

Abychom spojili p, a P, napiSeme rovnici kontinuity pro naboje spojené s polarizaci

P app_adivP

W =G =" " o
(1.23)
pp = —div P.
Dostavame vlnovou rovnici
0%E djr a’P 1 1 (1.24)

AE — éoky 5z = ﬂo%"'”aﬁ_ggrad divP+g—0gradpf.

Rovnice 1.24 je obecnou vinovou rovnici vyplyvajici z Maxwellovych rovnic. Zduraznéme, Ze
tato rovnice neni vazana na materialové vztahy a tedy neobsahuje materialové parametry typu
susceptibilita, permitivita, permeabilita ¢i vodivost, které jsou pfinejmenSim frekvencné
zavislé. Podobné miizeme diskutovat magnetické veli¢iny. Rovnici 1.24 pak miizeme upravovat
s ptihlédnutim k ptedpokladiim o materidlovych vztazich. Poznamenejme, ze nenulovy volny
proud Jr mize téct 1 v elektricky neutralnim prostiedi, kde
Py = p}r — | p]?| =0, kdyzZ hustoty kladnych a zapornych nébojli jsou nenulové a mohou

pfispivat k nenulovému proudu.

V dal$im budeme obvykle pfedpokladat homogenni, izotropni prostiedi' a slabé ptisobici
elektrické pole, pokud nebude feceno jinak. Dale mizeme predpokladat

a) bud material ,,bez paméti (tj. S okamzitou odezvou, z ¢ehoz plyne bez frekvenéni
zavislosti susceptibility y), tj. material bez disperze a beze ztrat; Casto uzivano
V ivodnich a obecnych textech;

b) nebo piedpokladame, Ze vsechny veli¢iny se méni harmonicky s kruhovou frekvenci w,
ti. E,D,P,B,H x e~'! jsou monochromatické. Tehdy muiZeme piedpokladat
jednoduchy linedrni vztah mezi vektory polarizace a elektrického pole

Pw (r, t) = gOZ(w)Ea)(rl t)'

! Homogenni prostiedi znamena, e materidlové parametry nezavisi na poloze. Izotropni zde znamens, Ze
parametry dalezité pro sSiteni vin nezavisi na sméru Sifeni viny.

10



Uvod — elektromagnetické viny

kde susceptibilita y(w) je skalarni veli¢inou a vektory P, (r,t) a E, (r,t) jsou rovnobézné.
Ve vztazich, kde vystupuji frekvenéné zavislé parametry (jako y(w), &, (w), o(w)) je zapotiebi
pracovat s monochromatickymi slozkami pole.

Vlastnosti latek absorbujicich elektromagnetickou energii jsou téméei vyhradné popisovany
komplexnimi parametry, jako jsou jiz zminéné susceptibilita, permitivita nebo vodivost. Z této
skutec¢nosti plyne dulezitost komplexniho formalismu 1 pii popisu vin, pro které je zakladnim
vychodiskem komplexni index lomu. Napf. fazovy posuv mezi vektory P, (r,t) a E, (r,t) lze
popsat tak, ze y(w) je komplexni. ,,Nemagnetické* prostredi je popsano vztahem

B, (r,t) = uoH, (1, 1).

Uvedeny typ materialového vztahu dostaneme v kapitole ,,Absorpce a disperze® v Lorentzové
modelu, ktery uvazuje latku jako soubor harmonickych oscilatort.

Dale mizeme pfedpokladat i linedrni vztah mezi proudem jr a elektrickym polem (Ohmiv

zakon) s vodivosti o(w) jako koeficientem imérnosti
Jj fw =0 (w)E W

Jakmile do vlnové rovnice umistime frekvencné zavislé materidlové parametry
y(w), & (w),0(w), popisujeme monochromaticky d&j. Chceme-li popisovat obecnéjsi
zavislosti, musime ¢asové prubehy rozdelit na monochromatické. K tomu slouzi matematicky
aparat Fourierovych transformaci, ktery spocte ,,vahové*“ koeficienty pro jednotlivé
monochromatické slozky, viz-matematicky dodatek M. Napi. pokud popisujeme Sifeni
néjakych pulzi latkovym prostiedim, provedeme fourierovsky spektralni rozklad viny
vstupujici do prostfedi, jednotlivé spektrdlni slozky (monochromatické viny) nechame
nezavisle na sob¢ projit prostfedim a na vystupu tyto slozky secCteme. Pravé spojeni
Fourierovych transformaci s vlastnostmi monochromatickych vin je G€innym néstrojem pro
feSeni mnoha uloh.

Vratme se kvlnové rovnici pro piipad dielektrika bez volnych néboji a proudi
(pf =0, jr = 0), pro ktery dostaneme

0°E _ grad p, 0°P 1 0°pP (1.25)

AE—go,uoatz— o +y0w=—g—ograddivP+,u0W.

Pokud je grad div P = 0, rovnici 1.25 mizeme dale upravit

02E %P (1.26)

AE—E,‘O/JOF—/JOWZO.

Tento ptipad nastava napft. pro izotropni linearni prostiedi bez volnych naboji a bez volnych
proudt, kdy materialovy vztah mizeme ptepsat jako

D, x(w)

P,=D,—¢E,=D,———o—=D,————
@7 T TRt TR T @) T T4 (W)

11



Uvod — elektromagnetické viny
a zpodminky divD = 0 dostaneme div P = 0. Piipad kdy graddivP # 0 je dulezity
Vv anizotropnich materialech, kdy vektory D a P nejsou rovnobézné.

S vyuzitim vztahi P, = & y(w)E,, kde &-(w) = 1 + y(w), dostaneme pro lineéarni, izotropni
a monochromaticky ptipad

0%E 0%E 0%E (1.27)
AE,, — gu, Tzw - 50/10)((00)?;, = AE,, — &opy&r (@) atzw -
_aE 1 9B, _
Y p(w)? otz

Pro fazovou rychlost Sifeni viny v homogennim, izotropnim, neabsorbujicim a nemagnetickém
dielektriku (1, = 1) pak ziejmé plati

- - (1.28)
\/Souoer(w) Ve (w) nw)

v(w) =

kde jsme zavedli index lomu jako pomér mezi rychlosti Sifeni elektromagnetické viny ve vakuu
a Vv latce popsané realnou relativni permitivitou &,. Indexu lomu je pfimo imérna i velikost
vlnového vektoru a nepfimo tmérna vinova délka v materialu

n((l)) = gr((l)) = L k(a)) = n((l)) (l)’ Alétka(w) — Avakuum(w). (129)

v(w)’ c n(w)
V dalSim textu budeme pro zkraceni zapisu oznacovat Ajzrq = 4 Apgruum = Ao-

Dale ukaZzeme, Ze v homogenni? rovinné vIné plati vzajemna kolmost vektort E, B a k (resp.

So)-

2 2 27 A 2 (1.30)
: = (so-r—ft>=7(so-r—vt).

Ozna¢me S, - r — vt = £ Dale predpokladejme, Ze mame elektromagnetickou vinu popsanou
n&jakymi funkcemi argumentu &, tj. E = E(&), B = B(&). Podstatna je zavislost slozek pole
na jediném argumentu & tedy v plose &= konst. jsou i tyto slozky konstantni, vilna je
homogenni.

Vzhledem K tomu, Ze sq * T = SoX + SgyY + So.Z, plati pro funkci f(so -7 — vt) = f($)

of of  of of  of of (1.31)

ax SOX a_g’ ay SOy a_f' aZ SOZa_E

2 Pojem homogenni vina oznaduje, Zze amplituda kmitd je stejna po celé vinoplose, kde je z definice stejnd také
faze.
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Uvod — elektromagnetické viny

rotE:(aEz_aEy 0E, 0E,  OE, aEx>

dy 09z’ 0z ox’ ox  dy
= (SOy % — Soz aaig, SOZ% — Sox Z—Eg, Sox ac')ig — Soy aa—if> = (1.32)
0E
=5, X 9
Rovnici 1.32 pak muzeme psat jako
5o X c’)_E _ _6_3. (1.33)
o0& ot
Jeji Casovou integraci V pevném misté d& = —v dt dostaneme
sy X E =vB. (1.34)
Z této rovnice plyne pro velikosti vektorii
E = vB. (1.35)

Dale je ziejmé, Zze oba vektory kmitaji ve fazi. Ve vakuu je v = c. Integraéni konstantu jsme
bez Gjmy na obecnosti polozili rovnou nule, protoze piedstavuje konstantni ptispévek B,

L . , s 1 iy o . OB
k magnetickému poli B, ktery nema zadny vliv na Sifeni elektromagnetické viny, protoze a_to =
0.

Rovnici 1.34 nejprve skalarné vynasobime vektorem s,. Dostaneme

So (sg X E)y)=vs,-B =0, (1.36)
coz plyne z vektorové identity a - (a X b) = 0. Tedy plati, Zze s, L B.
Nyni rovnici 1.34 vynasobime skalarné vektorem E a dostaneme

E-(sg x EyY=vE-B=0, (1.37)
tedy E L B.
Analogicky vede Maxwellova rovnice v homogennim izotropnim nemagnetickém dielektriku

O (1.38)

rot B = u, & T

ke vztahu

1
So X B=—=E. (1.39)

Vynasobime-li rovnici 1.39 skalarné¢ s, dostaneme

13
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(1.40)

tedy
so LE. (1.41)

Varianta vySe uvedeného popisu, ve které misto jednotkového vektoru s, vystupuje pfimo
vlnovy vektor k = %nso, je v Dodatku 1.4. To Ize s vyhodou aplikovat pii uziti komplexniho
formalismu.

Ze vztaht 1.36, 1.37 a 1.40 je tedy zfejmé, ze vektory E, B a s jsou V rovinnych homogennich
vinach navzajem kolmé a tvoti pravotocivy systém. Tento zavér plati v piipadé platnosti vinové
rovnice 1.27, tedy pro homogenni, izotropni, nemagnetické prostiedi bez volnych naboju a
proudt, coz samoziejmé zahrnuje 1 vakuum.

Vztah 1.35 mizeme upravit

(1.42)
E=vB=vyH=—"_y= |20 p=zp
</ G0ty Er Sor
kde Z je impedance prostiedi. Pro vakuum plati
1 14

v=c= : (1.43)

vV gO/UO

Ho

E=cB=cuH= [-°H=2ZH,
0

Ho

kde impedance vakua je Z, = = = 377 Q.
0

Protoze rovinné homogenni viny jsou pouzivany v mnoha modelech pro popis rtiznych jevi
spojenych s elektromagnetickymi vlnami, miZe vzniknout dojem, Ze pficnost je obecnou
vlastnosti elektromagnetickych vin. Neni tomu tak. Ve vodivych nebo nehomogennich
prostiedich, kdy je nutno pouzit obecné&jsich tvard vinové rovnice 1.24 nebo 1.25, jsou mozné
situace rozmanitéjsi a slozit€j$i. Vektory E, B a s, nemusi byt obecné¢ navziajem kolmé ani
V izotropnim materialu, dokonce ani ve vakuu. Dulezitou roli hraji okrajové podminky pro
feSeni vlnovych rovnic, napt. evanescentni viny v popisu totalni reflexe (kapitola ,,Odraz a

lom®).

1.2.4 Helmholtzova rovnice

V prostoru bez zdroji vinéni pro monochromatické viny plati Helmholtzova homogenni
rovnice (tj. s nulovou pravou stranou).
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Uvod — elektromagnetické viny

AE + k2E = 0. (1.44)

Ovéfeni pro rovinnou vinu je uvedeno v Dodatku 1.5.

1.3 Energie postupné rovinné monochromatické viny

V dal$i casti se budeme zabyvat energii, kterou nese elektromagneticka vina. Objemovou
hustotu elektrické energie V neabsorbujicim prostiedi (E a D kmitaji ve fazi) mizeme psat jako

1 1 1.45
ug(r,t) =EE(r,t) -D(r,t) =§goar(w)E2(r,t). (1.45)
Ve vakuu je & =1 aug(r,t) = %goE 2(r,t), (jednotky J m3). V dalsim budeme zdtraznéni
lokalnosti (1, t) opét vynechavat.
Podobné pro magnetickou slozku v ,,nemagnetickém* materialu plati (stejn¢ jako ve vakuu)
1

—lB-H— B?
ug = = :
2 244,

V linearnim ,,nemagnetickém prosttedi je

E
B = (@) =E /gogr(a)),uo,

B2 = g6 () o2,

Z ¢ehoz dostaneme

1
Uug = Egoer(w)Ez = Uug.
Ve vakuu a v neabsorbujicim dielektriku nese tedy elektricka a magneticka ¢ast viny stejnou
energii. Celkové tedy pro hustotu energie viny dostaneme

u=ug +ug = g&(w)E? = g&.(w)v(w)EB. (1.46)

V oboru optickych frekvenci (~10%°s~1) maji prakticky vyznam casové stiedni hodnoty u, tj.
(u)r, protoze zadny detektor nema tak rychlou ¢asovou odezvu, aby zmény v ¢ase mohl
sledovat. Detektor tedy sleduje Casové stiedni hodnoty energie zéfeni, které na n¢j dopada.
Stfedovani je mozné provadét pro periodické déje pies periodu viny T nebo obecnéji pies
casovou konstantu odezvy detektoru.

V pfipadé¢ postupné, netlumené, monochromatické, linearné polarizované (kapitola
,Polarizace rovinné monochromatické viny*), rovinné viny pak mizeme psat
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T ) (1.47)

171
(ug(z, )y = (up(z, t))r = _f EgogrEg cos?(kz — wt)dt = Zr?ogrEg,

T
0
(viz Matematicky dodatek M) a celkové pro hustotu energie zatreni pro tento typ viny

1 1 1.48
U= Wy = (updr + (tgdr = 5 206, = 5 con?E}. (49
Vedle objemové hustoty energie ma v pripad¢ postupnych vin vyznam i vykon dopadajici na
jednotku plochy. Piedpokladejme, Ze postupna monochromatickda linearn¢ polarizovana
rovinna vlna se $ifi ve vakuu (& = 1) ve sméru z rychlosti ¢. Plochou 4 = 1m? umisténou
kolmo na osu z protece za t = 1s energie viny s objemovou hustotou u obsazena v objemu V' =

Act (obr. 1.4), tedy zativy vykon (energie za jednotku ¢asu)

1 (1.49)

2
& 1
= E2 = _— = —E2 =—E2 ——Ez.
(uc)r (goE“c)r = (& EO,UO)T <,Uo )1 (ZO )t 27, 0

p 0

V=ct A=c 1s 1m2=3.10%m3
Plocha
Yy 2

A=1m

Obr.1.4 Objem V, ve kterém se nachazi zafeni, které projde plochou 1m? za 1s. Postupna
rovinna vlna se §ifi ve sméru osy z.

Vypocétéme nyni Poyntingtiv vektor (John Poynting, 1883) S a jeho ¢asovou stfedni hodnotu
pro linearné polarizovanou vinu.

EB E? (1.50)
S=ExH S=EH=——=—
Hy  H,C
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(S) _ 1EO 1E0 ,/50/,[0 & 52— 2 ( ) (151)
T = =5 HOO_ZZOO_ uc)r.

2p,c

Podobn¢é v homogennim, izotropnim, neabsorbujicim, ,,nemagnetickém* prostfedi miizeme
v 1x srv o . . c w1
Vv ptipad¢ Sifeni monochromatické rovinné viny rychlosti v = — psat pro sttedni hodnotu

souc¢inu

E? & (w)
)y = (66 (WEV)r = (66 ——==)r = |=——E%)y =
Soér 0
1 1 (1.52)
= (GE*)r = 55— Eg-
Z 2Z(w)
Pro okamzitou velikost Poyntingova vektoru mizeme napsat

EB E? E*’n(w 1.53
S=EH =—= ——Qzeocn(a))E2 (1.53)

Hy Hv(w)  p,
a pro ¢asovou stiedni hodnotu linearné polarizované viny

o (1.54)
1 Eg 1 E 808,-((1))#0 1 ,

(S)r _E,u (@) ) 1 =§gocn(a)) E; =
0

5087-((1) &0
0 EO ( ) uv\w

Veli¢inu I = (S); budeme dale téz nazyvat intenzita viny. Poznamenejme, Ze v literatufe se

stejnym nazvem i symbolem oznacuje Casto i hustota energie zafeni (vztah 1.48), piipadné
hustota elektrické energie (vztah 1.45).

Poyntingiiv vektor ma fyzikalni vyznam energie, ktera protece v postupné rovinné viné plochou
A = 1m? za 1s, tedy plosné hustoty vykonu v jednotkdch W m™.

Poyntingliv vektor pro homogenni tlumenou vlnu V absorbujicim prostiedi je probran
v Dodatku 1.6.

1.4 Tlak svetelného zareni

Dalsim projevem svétla je tlak, kterym piisobi na piedméty. K odvozeni jeho velikosti je mozné
pouzit jak vlnovy, tak ¢asticovy model svétla. Protoze odvozeni tlaku svétla z vinového modelu

je naro¢né&jsi a méné nazorné, vyuzijeme v tomto ptipad¢ Casticovy model. V ramci tohoto
modelu pfedpokladame, ze svétlo se sklada z fotont — kvant, kazdy s energii € = hv= hw a
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hybnosti p = th = E . Budeme ptedpokladat tiplnou absorpci dopadajicich fotont v latce a tedy
1 uplné pfedani hybnosti fotonti latce.

Velikost Poyntingova vektoru S piedstavuje energii, ktera prochazi jednotkovou plochou za

jednotku casu. Stejny vykon miiZzeme pfipsat Ny fotonim, které jsou absorbovany ve stejné
plose za stejny ¢as. Pro ptipad, kdy svétlo popisujeme jako soubor fotonil, miizeme tedy psat

S = N¢€. (1.55)
Stejny pocet fotonti pii absorpci preda jednotkové plose hybnost

£ s (1.56)
pr:NfE:E:]P.

Tlak P jakozto sila plisobici na jednotku plochy je dan zménou hybnosti (pro kazdy foton z
hodnoty § na nulu) dopadajicich ¢astic na jednotku plochy za jednotku ¢asu (P = NA—’?, kde At =
1s).

Vztah 1.56 plati v ptipadé Uplné absorpce dopadajicich fotonli a jejich hybnosti latkou.
V ptipad€ dokonalého zrcadlového odrazu je pfedand hybnost dvojndsobna (odraZzené fotony

Y v s , . ;o v . & €
odnaseji hybnost opa¢ného znaménka, tj. nastdva zmeéna hybnosti z -na — E)'

Dopadajici fotonovy

tok
Plocha
NN\ A=1m2
NN\ 4
NN+

Obr. 1.5 Tlak svétla

1.5 Kulova vina

rovinné vlny. Jako ptiklad zde popiSme kulovou vinu (tj. vlnu s kulovymi vlnoplochami)
vyzafovanou malym kmitajicim dipélem tvofenym dvojici naboji +q (p(t) = ql et =
poe 't -zateni Hertzova dipolu) Ta piedstavuje nejjednodussi kulovou vinu, ktera vyhovuje
Maxwellovym rovnicim ve volném prostoru. -Dodatek 1.7.
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Obr. 1.6 Plné cary naznacuji siloCary elektrického pole Hertzova dipolu v jednom
okamziku v kulové souradné soustavé r, 0, a zakreslené v fezu @ = 0. Ve spodni ¢asti jsou
carkovang zakresleny fezy kulovymi vinoplochami, na kterych je v dany okamzik Ey = 0,
takze v tomto okamziku je tam pole longitudinalni E || 7.

Obr. 1.7 Rez vyzatovacim diagramem Hertzova dip6lu. Délka tise¢ky ve sméru uréeném
thlem @ je timérna stfedni hodnoté velikosti Poyntingova vektoru do tohoto sméru.
Diagram je osoveé symetricky kolem ,,svislé“ osy (€ = 0).
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Na obr. 1.6 jsou nakresleny elektrické silocary v jednom okamziku v okoli kmitajiciho
Herttzova dip6lu. V pribéhu cCasu se z dipdlu odtrhdvaji v rytmu kmitani dipélu uzaviené
smycky silocar, které odnaseji energii ve sméru od dip6lu. Na obr. 1.7 je nakreslen vyzatovaci
diagram, tj. uhlova zavislost radialni slozky Poyntingova vektoru ve sférickych soutadnicich
(S,)r(0) tak, ze délky tsecek vychazejici z pocatku jsou tmérné velikosti (S, )1 (6).

Z obrazku je patrné, ze Hertziiv dipol nevyzaiuje do sméru kmitani dip6lu a maximalni vykon
vyzafuje do sméri kolmych. Viny, které jsou produkovany pohybem naboji v objemech
vétsich (srovnatelnych svinovou délkou ¢i jesté vétSich) maji strukturu podstatné
komplikovanéjsi.

Celkovy vykon vyzatovany do vSech sméri stabiln¢ kmitajicim Hertzovym dipdlem dostaneme
uhlovou integraci (viz Dodatek 1.7)

opgw*

p . =
tot 127c

Energii potiebnou k udrzeni kmitti 1ze dodavat napt. vnéjsi vinou. To je princip klasického
vysvétleni Rayleighova rozptylu svétla. Tak se vysvétluje modra barva a polarizacni vlastnosti
svétla z modré oblohy, kdy slunecni zéafeni rozkmitdva dipoly koncentracnich (tlakovych)
nehomogenit vzduchu rozmérii podstatné mensich nez je vinova délka. Toto slune¢ni buzeni
uréuje sméry kmitti téchto dipold, které pak vyzaiuji a diky tmérnosti na w* je rozptyl nejvice
ucinny v modré Casti spektra.

vvvvvv

s vinovou délkou. Piikladem je Mietv rozptyl na dielektrickych kulickdch mikronovych
rozmérd. V kontrastu s modrym svétlem jasné oblohy dostavame bilé rozptylené svétlo oblaki
(rozptyl na vodnich kapickach).

1.5.1 Skalarni kulova vina

Jak z ptedchoziho mizeme nahlédnout, je popis pomoci vektorovych vin mnohdy hodné
slozity. V né&kterych pfipadech si miiZzeme vypomoci aproximacemi, které zanedbavaji
vektorovy charakter elektromagnetického pole. Tyto aproximace jsou obvykle pouzitelné jen
v néjaké Casti prostoru. Pro skalarni aproximace je dulezitd skalarni vlnova rovnice
V neabsorbujicim prostiedi bez zdrojt

1 9%y (1.57)
vZ 0t?’

AY(r,t) =

Nejjednodussim feSenim skalarni vinové rovnice je skalarni, kulova a kulové symetricka vina
se sttedemvr =0

_ f(r £vt) (1.58)

w(r,t) ,  r=]|rl.

r
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Ovéfeni, ze yje feSenim vinové rovnice, 1ze nalézt v Dodatku 1.8. Specialnim ptfipadem feseni
je harmonicka kulova vlna se sttedem v pocatku soufadné soustavy

y(r,t) = écos[k(r + vt)], (2.59)

A .
t) =— Lk(rivt).
w(r,t) e

Funkce s fazi k(r — vt) predstavuje expandujici (divergujici) kulovou vinu. S rostoucim
casem t vzdy kladna hodnota r musi téz nartistat, aby néjaka hodnota faze predstavujici urcitou
vinoplochu kulové viny ziistala konstantni. Podobné funkce s fazi k(r + vt) predstavuje
sbihavou (konvergujici) kulovou vinu. A je amplituda v jednotkové vzdalenosti r = 1.

Amplituda kulové viny klesa s faktorem %

Je tieba zduraznit, Ze neexistuje kulove symetrické elektromagnetickd vlna, ktera by spliiovala
vektorovou vinovou rovnici 1.9 pro E (vakuum) nebo jeji variantu pro materialové prostredi,
resp. analogické rovnice pro vektor B. Divodem je to, Ze kulovd symetrie neni slucitelna
s vektorovym charakterem poli E a H (resp. B) v celém prostoru.

Kulovou vinu tedy vyuzivame pouze jako skalarni aproximaci realnych poli. Je vhodna pro
aproximaci elektromagnetické kulové viny v omezeném prostoru, napft. pro uzky interval thlt

< n . . . . L .
0 kolem sméru 6 =~ > kde skalarni aproximace byva doplnéna i o aproximaci kulové viny vinou

parabolickou. Dal§im typickym pifikladem je skalarni aproximace laserovych svazkd, napf.
gaussovského svazku.
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Dodatky ke kapitole 1

Nasledujici dodatky jsou vénovany podrobnéjSimu popisu vlastnosti elektromagnetickych vin.
Svym rozsahem piesahuji text uvodni kapitoly a nékteré znich vyuzijeme az v dalSich

vvvvvv

na rozhrani dvou prostiedi, anizotropnimu prostiedi nebo absorbujicimu prostiedi.

Dodatek 1.1 Vysvétleni pfFivlastka uréujicich vlastnosti vin

Monochromaticka: ¢asové zavislosti jsou vyjadieny za pomoci jedné doby kmitu T, frekvence
1 . 2 C s o .
ot kruhové frekvence w = ?” a to pomoci vyrazii obsahujicich cos wt,sinwt nebo

v komplexnim formalismu e ~'¢t,

Rovinna: plochy konstantni faze jsou roviny. V ptipadé€ kulové viny jsou vinoplochy kulové.

Postupna: nese vykon ve sméru realné ¢asti vinového vektoru, ma nenulovou stfedni hodnotu
Poyntingova vektoru. Maxima elektrick¢ého pole se posouvaji fazovou rychlosti. Jejim
protikladem je stojatd vina, ktera ma v prostoru uzly a kmitny. Uzly a kmitny pro elektrické
pole jsou prostorové posunuty oproti uzliim a kmitnam magnetického pole. Stojata vina vznika
interferenci proti sob& bézicich postupnych vin. Témér stojatd vina vznika v rezonatorech, napft.
Vv rezondtorech laser.

Postupna vlna
— = — = cos(kz — wt)
Stojata vina (slozeni dvou postupnych vin bézicich proti sob¢&)

E_x = cos(kz — wt) + cos(—kz — wt) = 2 cos kz cos wt,
0

B—y = cos(kz — wt) — cos(—kz — wt) = 2 sin kz sin wt.
0

Otoceni znaménka u magnetického pole béziciho ve sméru —z je dano vzajemnou orientaci
elektrického, magnetického pole a vinového vektoru k X E = wB. V postupné viné kmitaji
E a B v kazdém mist¢ ve fazi, v Cisté stojaté vin€ jsou v prostoru i Case fAzoveé posunuty o 7T/Z.
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Elektrické pole postupné viny

=0
t=0,125T

|11

=0,375T
=051

Obr. 1.8 Prostorova zavislost elektrického a magnetického pole postupné viny pro ¢asy t =
0; 0,125T; 0,250T; 0,375T a 0,5T. Elektrické a magnetické pole kmitaji ve fazi a
amplituda nezavisi na prostorové soutradnici.

Homogenni: plochy konstantni amplitudy jsou totoZzné srovinami konstantni faze
(vlnoplochami). Opakem jsou viny nehomogenni, kde ve vinoplose se amplituda méni.

Netlumena: amplituda viny se neméni ve sméru Sifeni. Opakem je vlna tlumena, kdy ve sméru
Sifeni amplituda klesa.

Polarizovana: linearni polarizace znamend, ze vektor elektrického pole kmitd v riiznych
mistech v jedné rovin€. Dal§i moznosti polarizace monochromatické viny je kruhova nebo
elipticka. Pojem nepolarizované svétlo je statisticky pojem vztahujici se ke smési raznych vin.
Pojem jedna monochromaticka nepolarizovand vlna nedava dobry smysl.
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Elektrické pole stojaté viny
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Obr. 1.9 Prostorova zavislost elektrického a magnetického pole stojaté viny pro Casy
t =0; 0,125T; 0,250T; 0,375T; 0,5T;0,625T a 0,75T. Elektrické a magnetické pole
kmitaji posunuté fazové v Case i prostoru. Amplituda kmitd je prostorové zavisla.
V piipadé elektrického pole stojaté viny (horni obrazek) je kiivka pro t =0.250T totozna
s kiivkou pro t=0.75T stejné jako jsou totozné kiivky pro t=0.125T a 0.625T. V ptipadé
magnetického pole (dolni obrazek) jsou totozné kiivky pro t=0 a t=0.5T a kiivky pro
t=0.125T a 0.375T.

Dodatek 1.2 Poznamky k monochromatickym homogennim vinam

O nesplnitelnosti nekone¢nosti v prostoru a ase neni tieba dlouze diskutovat. Konecnost v ¢ase
znamenda poruseni monochromaticnosti, jak plyne z Fourierovy analyzy. To vSak neni hlavni
prakticky diivod nemonochromati¢nosti. Tim je podstata zdroju zafeni, které mame k dispozici.
Jako idealni zdroj bychom mohli poZadovat stabilng kmitajici dipdl vysilajici stabilni kulové
viny, které vhodnym zptsobem pifevedeme na viny rovinné. Takovy idealné¢ kmitajici dipol
V optickém oboru nemame.

Existujici zdroje zafeni je vhodné si predstavit jako soubory mnoha ,,elementarnich® zdroji
(napf. zakmitavajicich elektronti v atomech) které emituji kratsi ¢i del§i pulzy (< 107%s) na
riznych frekvencich. Tepelné zdroje (zarovka,...) se vyznacuji velkou chaoti¢nosti
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»elementarnich* zdroji a Sirokym oborem vyzarovanych frekvenci, tj. velmi nizkym stupném
koherence. Stupeii koherence je jednim ze zdkladnich statistickych charakteristik a bude
pojednan v souvislosti se schopnosti zafeni interferovat v kapitole ,,Interference a koherence.*
Spektralni §itku a stupen koherence lze ménit za pomoci zafizeni typu monochromator a
interferen¢ni filtry, tedy zafizeni vyuzivajici vhodnym zpisobem interference.

Rovinna vina
<

—>
‘ INWAWAN
J‘ AKEKA‘A A

Kulova vlna

Bodovy
zdroj

]
T Y,

\})

Obr. 1.10 Znazornéni modelu ziskani rovinnych vin. Cerné jsou vyznageny paprsky, modte
vlnoplochy, cervené uzaviené silocary elektrického pole. Pro rovinnou vinu jsou
znazornény vlnoplochy, pro které je okamzita velikost pficného pole nulova a v okrajovych
Castich svazku je podélné pole maximalni. Obrazek je velmi schématicky, rozméry ¢ocky
v fadu cm, vlnova délka fadové 107 m. Rovnéz poméry na okrajich svazku jsou podstatné
komplikovanéjsi z divodu jevu difrakce svétla, ale pravidlo uzavienosti siloCar v prostfedi
bez elektrickych nabojt musi byt splnéno.

Nahodna a ¢asoveé proménnd orientace ,,elementarnich® zdrojii znamena i ndhodnou polarizaci
emitovanych pulzti a thlového rozdéleni vyzarfovaného vykonu. Polarizaci lze ménit za pomoci
polarizatorii (krystalové, dichroické, mtizkové, odrazové) a fazovych desticek.

Lasery jsou naproti tomu zdroje, ve kterych je statistika ,,zableskd* ovladana pomoci jevu
stimulované emise, kterd je fizena polem viny ve vhodném rezonatoru (tedy za pomoci
interference). Takto vyvolané pulzy jsou velmi blizkych frekvenci a jsou dobie
synchronizovany. Parametry latky, ve které ke stimulované emisi dochéazi, a parametry

rezonatoru, ve kterém je latka umisténa, urcuji frekvenci a Sitku frekvencniho pasma
emitovaného zafeni, tedy mj. i stupeni koherence.

Popis svételného svazku pomoci fikce monochromatickych vin je v mnoha piipadech

vvvvv

¢1 interferencnich spektralnich filtri se uziva pojem kvazimonochromatického zafeni, v jehoz
spektru se vyskytuji pfispévky od blizkych frekvenci. Je-li ,,néjak* vhodné definovana

spektralni §itka Aw, mluvime o kvazimonochromatickém zatreni, pokud A“)/ w <1
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Prostorova omezenost je zakladni ptekdzkou pro splnéni pozadavku homogenity viny. Jak
plyne z Maxwellovych rovnic ve volném prostoru bez naboju div E = 0,divB =0, je
pozadavek homogenity spojen s pfi¢nosti viny E L s,, B L s, kde s je jednotkovy vektor ve
sméru Sifeni. Nazorn¢ to ukazuje podminka uzavienosti siloar ve volném prostoru. Zvlasté
zfejmé je poruseni pricnosti u uzkych svazkt produkovanych napt. laserem ¢i v oblasti ohnisek
obecné. Modelovym ,,vyfeSenim* slozitosti smér vektori pole v tzkych svazcich je prosté
pouzivani skaldrni aproximace vektorového elektromagnetického pole, ve které o smérech
E, B vibec neuvazujeme. Se skalarni aproximaci se mizeme setkat v pfipad¢ paraxidlnich
aproximaci, kdy uvazujeme pole jen v pficné velmi omezeném prostoru nebo pii slozitych
konfiguraci pole, které¢ jsou pro vektorovy popis ptilis komplikované, napi. ve skalarni teorie
difrakce.

Dodatek 1.3 Maxwellovy rovnice v modelu spojitého prostredi

Shriime Maxwellovy rovnice v modelu spojitého prostiedi. Zakladni veli¢iny pii tomto popisu
jsou

Veli¢ina Jednotky
intenzita elektrického pole E Vmlt=mkgs3Al
elektricka indukce D Cm?2=m?sA
elektricka polarizace P Cm?Z=m?sA
magneticka indukce B T=kgs? Al
intenzita magnetického pole H | Am*
magnetizace M Amt

permitivita vakua g, = 8,854.107 2 Fm™! = 8,854.10712 m3kg~1s*A?
permeabilita vakua

Uo =4m. 107" NA™2 = 12,566.107" NA™2 = 12,566.10 " "m kg s72A~2,
Zakladni materialové vztahy jsou

D(r,t) = g4E(r,t) + P(1,¢t),

H(r t) = uioB(r, t) — M(r,t),

pfi¢emz zavislosti polarizace P na elektrickém poli E a zéavislosti magnetizace M na
magnetickém poli mohou byt velmi rozmanité a dosti komplikované: mohou byt nelokalni
Vv Case 1 nelokalni v prostoru, mohou byt nelinearni, vektory P a E mohou byt nekolinearni,
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mohou zaviset na teploté, na vnéjSich polich (mechanicka deformace, stacionarni elektrické
nebo magnetické pole) atd.

Obvykly tvar Maxwellovych rovnic v modelu spojitého prostredi je
div D(r; t) = pf(r' t):
div B(r,t) =0,

0B(r,t)

rot E(r,t) = — 5%

dD(r,t) )

rot H(r,t) = jg(r,t) + 5%

kde pr a jf jsou objemové hustoty volnych nabojli a proudd, které nejsou implicitné zahrnuty
ve veli¢inach P a M. S uvedenymi Maxwellovymi rovnicemi pro objem souvisi i podminky na
rozhrani dvou materialti (véetn¢ rozhrani latka — vakuum), které budeme potiebovat v kapitole
vénované odrazu a lomu elektromagnetické viny na rozhrani 2 materiali. V platnosti zlstavaji
hrani¢ni podminky, které odvodime v kapitole 3- Odraz a lom.

viz- (D, —Dy) = Psf»
vy (B —By) =0,
vy, X (E; —E1) =0,

viz X (Hy — Hy) = jgy,

kde v, je jednotkovy vektor kolmy na rozhrani a smétujici z prostiedi 1 do prostiedi 2, psr je
plosna hustota volného povrchového naboje (jednotky A s m™), jsf je vektor hustoty volného
proudu Vv roviné rozhrani (jednotky A m™). Prvni dvé rovnice udavaji podminky pro normalové
slozky vektord, tfeti a ¢tvrtd rovnice se tykaji te¢nych slozek. Pro nés bude v kapitole ,,Odraz a
lom* dillezita spojitost te€nych sloZek vektori E a H na rozhrani bez volného proudu.
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Dodatek 1.4 Maxwellovy rovnice a vinova rovnice pro monochromatické

rovinné viny v komplexnim formalismu

Ptedpokladejme vSechny ,,vinové* veli¢iny vystupujici v Maxwellovych rovnicich ve tvaru
monochromatické, homogenni rovinné viny.

a) Zacnéme s pripadem izotropni neabsorbujici latky, kdy tyto veli¢iny kmitaji ve fazi a
vlna neni tlumena (jeji amplituda nezavisi na 7, t).

. ) w

E(r,t) = Eyeltkr-00 | = = nsy,= —~VeEr So, kr=kx+ky+ k;z
Zde se jedna o variantu popisu pres jednotkovy vektor s, ktery byl jiz uveden v zdkladnim
textu, rovnice 1.30 az 1.41. Proved’'me v komplexnim oboru totéz, co bude v Dodatku 1.5

vénovanému ovéteni Helmholtzovy rovnice spocteno v redlném oboru. Napf.

aaE;x = —iwE,, a;tEZx = —w? E,,
% = ikyEy, a;fz = —kZE,,
‘;—b;" = ik, E,, %2—;" = —kZE,,
%y ik, L —kykyE,

ox TV Ox dy -
atd.

Timto zptisobem miizeme stanovit vztahy pro operatory pusobici na vektory

_ JE, O0E, O0E, )
divE = Ep + 3y + 57 l(kxEx+kyEy+kZEz) =ik-E,

pak
grad div E =
[0 9
i [& (kB + By + ko) 5 (B + Ry By 4 K,
0
& (kxEx + kyEy + kZEz)] =
B [_kx (kxEx + kyEy + kZEZ)’ _kY(kxEx + kyEy + szz);
_kz(kxEx + kyEy + szz)],

graddivE = —k (k- E),
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Pro Laplacetuv operator dostaneme

_BZE 0%E aZE_

AE
d0x? + dy? + 0z?

= [(—kZ2E, — k2E, — k2E,),(—k2E, — k2E, — kZE,),
(—kZE, — k2E, — k2E,)] =
= [-(kZ+ k2 + k2)E,, —(kZ + k2 + kZ)E,, —(kZ + ki + k2)E,| =
= —k2E = —(k-k)E

a pro operator rotace

0E aEy ) 0E 0E ]
ayZ ~ 5y i(kyE, — k,E,), a—Zx - axz = i(k,Ex — kxE,),
0E 0E
y X .
W - W = l(kxEy - kyEx),
rotE =ik XE.

Maxwellovy rovnice pro model spojitého prostfedi lze pro rovinné monochromatické viny
napsat v neabsorbujicim prostiedi bez volnych nabojt a proudi

div D(r,t) =0, ik-D=0,
div B(r,t) =0, ik-B=0,

rot E(r,t) = _(')B;rt', t), ikXE=wB,
rotH(r,t):%, ikxH=—wD.

Pokud se zabyvame feSenim vInové rovnice pro rovinné viny
0%E 0’p 1 _
AE — 80/10w = ﬂow —g_ograd leP,

muzeme napsat

1
(k- K)E — &u,w*E — p,w*P + g—k (k-P)=0.
0
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V izotropnim prostitedi je Pl E|l D L k a tedy posledni ¢len je nulovy. V linedrnim
izotropnim prostfedi dostaneme pro velikost vinového vektoru v souhlasu s pfedchozimi
poznatky

k*E — gu,w*(1 + Y)E = 0,

k=euNA+x)o=— \/_ —n(w)

b)  V anizotropnim prostiedi nejsou vektory P a D obecné rovnobézné. V neabsorbujici
latce bez volnych naboju je div D = 0 = k- D a zistava D L k. NapiSme vIinovou rovnici jen
s vektorem E. Vyjdeme z materialovych vztaht

P =D — gE, divP=divD — g divE = —g, div E.

Dalsim krokem je transformace tenzorovych vztaht

P = 802)&]'5]
J

vhodnou transformaci soutadné soustavy. V ,,nové* soufadné soustave je tenzor susceptibility
diagonalni, takze

P; = gxik:
Z vlnové rovnice vyplyva
(k- K)E — s14,w*E — py,w?*P = k (k- E),
coz v kartézskych slozkach je
K2Ey — iy w?Ex (1 + x11) = ky (kyEy + kyEy, + k,E,),
K2E, — &op,0?Ey (1 + x22) = ky (kyEy + kyEy, + k,E,),
k?E, — eouyw?E, (1 + x33) = k, (kyEx + kyEy + k,E,).

Tyto rovnice predstavuji vychozi bod pro popis Sifeni rovinnych vin v anizotropnim,
homogennim a neabsorbujicim prostredi.
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¢) V absorbujicim prostitedi lze postupovat obdobné stim, e vlnovy vektor K je
komplexni. Uvazujme stacionarni piipad, kdy amplituda nabihajici viny je v daném misté
konstantni, ale v prostoru se jeji amplituda méni. Nejprve se podivejme na popis homogenni,
tlumené rovinné viny. Pro realnou a imaginarni slozku komplexniho vinového vektoru Ize
napsat

‘7’2‘ = kR + ik], kR " k]

a pro jejich velikosti

. . w .
kg + ik, = \/&u, JA+xr +ix) == JeEr Hig =

== [1() + ik(@)],

vlna vznikne napf. pifi kolmém dopadu zifeni na rovinné rozhrani mezi neabsorbujicim
prosttedim 1 (napf. vakuum) a absorbujicim prostfedim 2. Linearn¢ polarizovana vlna
v prostiedi 2 (z > 0) je

E,.(z,t) = Eor(z = 0) el Kz p—iwt — Eoe(z = 0) elkrZ plikiz p—iwt —

ilnz -%kz i
=Ey,(z=10) e'c™ e " g7l

V piipadé¢ homogennich vIn jsou sméry vektort kr a k; rovnobéZzné a ve vySe uvedeném
ptikladu to jsou vektory (0,0, kz) a (0,0, k;).

d) Slozitéjsi je pripad nehomogennich vin, které vznikaji napf. ptfi Sikmém vstupu do
absorbujiciho prostiedi nebo jako evanescentni vina pfi totdlnim odrazu. Pak roviny konstantni
amplitudy, na které je kolmy vektor k;, a roviny konstantni faze (vinoplochy), na které je kolmy
vektor kg, nejsou rovnobézné, a tedy nejsou rovnob&ézné ani zminéné vektory. Rovnéz
polarizacni stav je odliSny od linearni nebo eliptické polarizace u vin homogennich.
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Vakuum % Absorbujici prostredi ko X  Vakuum

1\ &

rostie k

Obr.1.11 Priklady nehomogennich vin. Realné ¢asti vinovych vektorti jsou zakresleny
cervenymi Sipkami, imaginarni Casti modrymi Sipkami. Vlnoplochy jsou zakresleny
Cervené a plochy konstantni amplitudy modie. Vlevo: tlumena nehomogenni vina vznika
pii $ikmém dopadu do absorbujiciho prostedi. Vektor ky je kolmy na vinoplochy, vektor
k; je kolmy na plochy konstantni amplitudy, které jsou rovnobézné s rozhranim. Vpravo:
netlumend nehomogenni vlna vznika pii totalni reflexi na rozhrani mezi prostiedim s
realnym indexem lomu n; a prostiedim s mensim realnym indexem lomu n, < ny pfi
dostatecné velkém uhlu dopadu z prostfedi n,. V tomto piipadé jsou vinové vektory
kg, k;na sebe kolmé. Vina bézi podél rozhrani a jeji amplituda se neméni se soufadnici x.
Smérem z do prostedi 2 (na obr. vakuum) jeji amplituda klesa. Evanescentni vina bude
podrobnéji popsana v kapitole ,,Odraz a lom™.

V piipad¢ totalni reflexe je nehomogenita viny zpisobena podminkami na rozhrani, kdy vina
dopadajici z prostfedi 1 vyvola na rozhrani periodicitu podminek takovou, ze je mensi nez
vinova délka dané frekvence v prostiedi 2. Pro informaci, jak takové pole vypada, napisme jeho
slozky:

Polarizace s
E, =0, E, = Egy ts e M7 elkrXe—i0t - F, =,
D, =0, k2 — k? D, =0,
X Dy — R 1 Ey; y4
How
ik, B, =0, kg
B,=—-— E, y B, =— E,
w w
(Se)r (Sy)T =0, (S2)r = 0.
1 ...k
== B} t,t; — e 2ki7,
2 Ho
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Polarizace p

E, = 'k_IEZ, Ey =0, E, =E, fp e kiz eikae—iwt’

ikg

kZ — kZ D, =0, kZ _ kZ
Dx — uEx; y DZ _ R I EZ’

How LW
Bx:O, B =k12—k1%E BZ:0’
Y wkg 7
kl% — kIZ (SZ>T = O:

e_ZRIZJ <Sy)T = 01

E, je amplituda viny v prostedi 1 dopadajici na rozhrani. Komplexni koeficienty £ a t,, jsou
transmisni koeficienty rozhrani. Velikosti vlnovych vektorti jsou uréeny indexy lomu obou
prostiedi a thlem dopadu 68; na rozhrani z prostedi 1

2
n;

v

2 . ;o1 I TI T Y I ¥ , o\ % .
k, = /,L—n, kde 1, je vlnova délka odpovidajici ,,fadné* ving, ktera se mize voln¢ §ifit v objemu
2

prostiedi 2, vznika u rozhrani v prostfedi 2 zminéna evanescentni vina. Vzhledem k tomu, ze
smér $ifeni je ve sméru osy x, a to jak z hlediska sméru $iteni vinoploch (tj. smér vektoru kg)
tak 1 s ohledem na smér Poyntingova vektoru, jsou x —ové slozky vektori E a B sloZzkami
podélnymi; toto vinéni neni pti¢né.
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Dodatek 1.5 Ovéreni Helmholtzovy rovnice

Zde pouze ukazme, Ze rovinna monochromaticka vlna v homogennim neabsorbujicim prostiedi
E =Eycos (k-r+ ot £ 0)

spliuje vektorovou Helmholtzovu rovnici bez zdroje vinéni (nulova prava strana). Spoctéme
casové derivace a pak je dosad'me do vlnové rovnice

E
Fri —Eo(+@)sin(k -1 + ot + 9),

0°E 5
Froie —Eqw® cos (k-r + wt £ 0).

Dosazenim do rovnice 1.27 dostaneme

1 @ X
AEz—ﬁan)zcos (k-ria)tié)z—ﬁEz—k E.

Pro kontrolu mizeme ptimo spocitat vektor AE o slozkach

Ly OBy O°E,  O0°Ey 0°Ey O°Ey  °F, O°F,  O°F,
axz ayz 622 ] axz ayz aZZ i axZ ayz aZz )
kde
0E, :
= = —Ey, kysin (k-7 + ot + 9),
0E, .
W: —Eox kysin (k-1 + ot £0), ..
0%E, )
3z = —Eox kxcos (k-1 + ot +9),
0%E
ayz" = —Eox kjcos (k-r+ at +0), ..
Shrnuto
AEy = —Eqy (k2 + k2 + k2) cos (k-1 + ot + 8) = —k?E,,
a podobné
AE, = —k*E,,  AE, = —k*E,,
AE = —k*E.
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Uvod — elektromagnetické viny

Helmholtzova rovnice ovSem plati i pro jiné monochromatické vlny, nejen pro rovinné
vektorové, Viz napft. pro skalarni kulovou vinu, viz Dodatek 1.8

Dodatek 1.6 Stredni hodnota Poyntingova vektoru v neabsorbujicim
prostredi pro linearné polarizovanou monochromatickou vinu

Vypocet Casové stiedni hodnoty velikosti Poyntingova vektoru (S); proved’me v komplexnim
zapisu. Pro jednoduchy ptipad, ze E a H kmitaji ve fazi (nenastava absorpce) je

(S)r =(Re{E} x Re {H}); =

1, - 1.
=(E(E+E*)XE(H+H*))T=

=

:Z(~xfl*+ﬁxfl +E* x H + E* x H")y.

Stfedni hodnota harmonické funkce ptes periodu je nulova
(E x H )y o (721t = (cos 2wt)y — i{sin 2wt); = 0,
(E* x H*)p o (e%'t), = (cos 2wt)r + i{sin 2wt); = 0.
Naproti tomu pro soucin s jednim ¢lenem komplexn¢ sdruzenym je

KE x H* )| = {(E* x H );| = EoHy # 0,
1 - 1 o1
(S)T=Z(E><H*+E*xH)T=§Re{E><H*}=§Re{E*><H}=
n

—1EH _1
= 00-"'0—2

E?s =le cnE?s
> gc [0S0 =7 & 0 So-

Podobnym postupem pro celkovou hustotu energie v neabsorbujicim prostiedi plati (vektory E
a D kmitaji ve fazi) dostaneme

1
(uyr = (ug)r +(ug)r = EgogrEg-

c 1 ,C 5 1 )
(ISDr = (wr —=5&n gEo =3 gcnkEg

Zduraznéme, Ze vySe uvedené plati pro homogenni rovinné viny v neabsorbujicim prostiedi.

Hustotu energie viny (uddvanou v jednotkach J m=) budeme déle zkracené nazyvat intenzitou
vlny. Je tieba poznamenat, ze tento pojem se v literatufe pouziva Casto i pro ¢asovou stfedni
hodnotu Poyntingova vektoru (vztah 1.54 — vjednotkich W m™2). Z hlediska popisu
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Uvod — elektromagnetické viny

interferencnich jevi je pouziti pojmu intenzita pro hustotu energie obecnéjsi, protoze umoziuje
popis interference i v ptipadé stojatého vinéni, kdy je Casova stiedni hodnota Poyntingova
vektoru nulova (napt. v pfipadé stojatych vin se energie nikam nesifi, pouze lokaln¢ osciluje
jeji hustota). Naopak pro popis vykonového toku (napf. pro popis vykonu dopadajiciho na
detektor a tam absorbovaného) byva vhodnéjsi pouziti Poyntingova vektoru.

Dodatek 1.7 Hertzuv dipél

Necht' dipél p(t) = gl et = pye~"t tvoteny dvojici nabojii +q kmita s velmi malou

amplitudou prostorové vychylky | < A = 27“ = Zwic ve sméru 8 = 0. Lze odvodit, Ze slozky

elektromagnetického pole ve volném prostoru v kulovych soufadnicich r, 8, a jsou

1 k )
E.(r,0,a,t) = ZZZ cos 0 (r_3 - ir_2> eillr—wt)
0

1 ko k?\ .
Eg (r,0,a,t) = 42‘; sin 8 <r_ S _> el(kr—wt)’

Ea(r; 6; a; t) = 0;
B.(r,6,a,t) =0,
Bg(r,0,a,t) =0,

k k?\ .
B,(r,0,a,t) = 4:280 sin <_ir_2 — T) gilkr—wt)

Na obr. 1.6 je zakreslen priibéh elektrickych siloéar v jednom okamziku. Casovy vyvoj probiha

vvvvv

do prostoru s vyssim r rozpinaji a pole s rostoucim 7 slabnou.

Je zfejmé, Ze s rostouci vzdalenosti r od kmitajiciho dipdlu slabnou nejpomaleji piicné slozky

Po 2
sin — el(kr—wt)’
TTEy r

Eg(r,0,a,t) » 2

2

Po sin @ K gilkr-wt)

B, (r,0,a,t) >
al ) 4mc

€o

V Casove stiedovaném Poyntingove vektoru se uplatiuji prave tyto slozky (bez ohledu na r)

1 1 pio* 1 pé w* 1
S.)r == EgH, = = —————sin?’0 — = ———— sin?6§ —,
(Srir 2 797" T 2 16m2cSe2y, SIY 2 32m2c3g, SV 2
(Se)r =0,
(Sa>T = 0.

Zopakujme vztah pro Poyntingtiv vektor
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Uvod — elektromagnetické viny

1 . piw* 1
(ST(T', 9, CZ))T = E EgHa = m sin- 0 1"_2
4 0 sin 0 dOdo
/ Ma

L L |

-

:

BIS

(.

72 sin O dOd
x do

Obr. 1.12 Kulové soufadnice pro integraci vyzafovaného vykonu

Vykon vyzarovany do v§ech smért

2w T

(P)r = f f(Sr(r, 0,a))r r?sinf d da = 2w
00

piw' 1’
2

T
_— in3 0 do
32m2c3gy 1 fsm ’
0

kde integraci provedeme s pouzitim sin® 8 = sin 8 (1 — cos? 8) a substituce

cosf =t, dO = ‘%t
—sin@
Vs s s 1
t3
Jsin39 d9=jsin9 d@—fcoszesinede = [—cos@]g—lgl =
0 0 0 -1
_, 24
-7 373



Uvod — elektromagnetické viny

a zarivy vykon do vSech sméra je

pow' 4 _ piwt  mopgw’
l6mcd3ey 3 12mc3g, 12mc

(P)r =

Dodatek 1.8 Skalarni kulova harmonicka vina splnuje skalarni vinovou rovnici

Obvykle uvadény vzorec pro Laplacetv operator v kulovych soutadnicich plisobici na skalarni
funkci @(r, 0, a) je

1 0 610 1 d do
A » = — — 2_) S — ( 1 _)
¢(r,6,a) r2 or (r or + r2sin ©® 00 Sin®

1 R
+ - (,0.
r2sin?20 Jdo?

POZOR: tento vztah nelze pouZit pro slozky vektoru v kulovych soufadnicich (r, 0, a), na
rozdil od vyjadreni v kartézskych soufadnicich (x,y, z), kdy se vyrazy pro Laplaceuv operator
pusobici na skalarni funkci a Laplacetiv operator ptisobici na slozky vektoru shoduji.

Pokud se zabyvame kulové symetrickou vinou ¢(r), je nenulovy pouze prvni ¢len. Ovéime, ze
skalarni kulové symetricka harmonicka vina

A4 . .
l/J(T, t) — 761 (kr—wt) — (p(T) e iwt
vyhovuje vlnové rovnici
6_1/) =A e—iwt i(l eikr) =A e—iwt (__1€ikr +ﬁeikr>’
or or\r T
20Y _

rio-=A e 0t (T 4+ 1 jketkT),
r

92y ,

Fram

r2 r !
é ei(kr—wt)_
T

v , I - w . v oy , .
ProtoZe fazova rychlost je v = —Je splnéna skalarni vinova rovnice

—-AYy  —10%
YOO =T = e
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a samoziejme i skaldrni Helmholtzova rovnice

kZ 21/) 1 azlp
A = w2 dt2  v? ot
AY = —k%.

Odvozeni tvaru A@(r) v kulové symetrickém piipadu z Ap(x, y, z):

c')(p 0%p 0%

Ap(x,y,2) = 7+ 2T 1T Jx2+y? 422,
1
dp _de or _xdg or 5 2% i
ox dr ox rdr’ ox /x2+y2+zz_7”
62<p 0 <a¢) o (do x 3
ox2  dx\dx) ox \dr [xz1 y2 + 22 B
1
_x 0 (d(p) 1 d(p —2x7x dp
"7 ox [xZ 1 y% + 22 ar "t (x? + y2 + 22)°2 dr
_x*d’¢ 1lde x* do _ x2d?p 1 ) d(p
T r2dr2 ' rdr r3dr r?dr? r dar’
0%2p 0%¢p 0% x*+y*+z? d2<p+1 3 x*+y?+z°\dp
0x? dy? 0z? r? dr? ' r r? dr
d’p 2de
dr? " rdr
Z obvykle uvadéného vztahu dostavame totéz
1 d do 1 do d?p\ d?¢ 2dg
= G289\ _ Y2 —_—r, s
Ao(r) = r2 dr (r dr) r? <2r dr *r dar? dr?  rdr’
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