13. Absorpce a index lomu - interakce svétla s latkou

Popis interakce elektromagnetického zafeni s latkami miizeme provadét na riznych trovnich:
e popisy latky i pole zaloZzené na kvantové mechanice a kvantové teorii pole;
e popisy zalozené na kvantovém popisu latky a ,,klasickém® (nekvantovém) popisu pole;
e popisy zalozené na klasickém (nekvantovém) popisu latky i pole.

V tomto textu se zaméfime na nejjednodussi verzi z posledni moznosti. Budeme se zabyvat
fenomenologickym (tj. makroskopickym) popisem interakce ,klasického* elektro-
magnetického pole splitujictho makroskopické Maxwellovy rovnice a latka bude
reprezentovana souborem klasickych oscilatorti (Lorentziiv model) a relaxatort (Drudetv
model volnych nosi¢it). Omezime se na reakci latky na monochromatické elektromagnetické
pole. Rovnéz se nebudeme zabyvat anizotropnimi latkami, latkami s optickou aktivitou (ve
smyslu kruhového dvojlomu a kruhového dichroismu) a nebudeme uvazovat nelinearnimi
procesy. Latku budeme povazovat za homogenni a ¢asové stalou, tedy jeji vlastnosti nejsou
zavislé ani na prostorovych soufadnicich, ani na case. Pro zacatek budeme uvazovat
polonekone¢né absorbujici prostiedi pro z > 0, na které dopada z vakua kolmo Kk rozhrani
rovinna vina. Jak vyplyne z dalsiho, vtomto piipadé se v absorbujicim prostredi Siti
homogenni, tlumend, rovinna vlna

Slébnuti intenzity postupné rovinné viny pfi Sifeni uvnitt absorbujiciho prostredi ve sméru osy

v

z je v ramci nejjednodussiho modelu popsano exponencialnim tlumenim
1(2) = 1(zp)e~ %%, (13.1)

kde 1(z,) je intenzita zafeni Ve vzorku na soutadnici z, a parametr v exponenciale je nazyvany
extinkéni koeficient. Pokud je vzorek dostateéné homogenni, takze mtizeme zanedbat ztraty
vykonu nesené¢ho vlnou rozptylovymi mechanismy a ztraty vykonu jdou na vrub absorpénim
procestim, nazveme tento parametr absorp¢ni koeficient (t€Z absorpéni ,.konstanta®, piestoze
z&visi na rznych parametrech, mj. hlavné na frekvenci viny). Rozmér a je m™1. Jeji fyzikalni

, : < iy 1 . PR ]
vyznam je tloustka materialu d = —» Po jejimz prichodu poklesne intenzita zafeni na - puvodni

hodnoty.

V dal§im vezméme pro zjednoduseni z, = 0. Exponencidlni zavislost intenzity je disledkem
predpokladu, Ze ubyvani intenzity vztazené na jednotku délky je timérné intenzité v tomto misté

dl(z) = —al(z) dz,

| 0;1((22)) =-a [ a

Inl(z) + C' = — az,

Cl(z)=e %



a integracni konstantu C = Iiuréime z podminky I(z = 0) = I,.
0

Z praktického hlediska je zakladnim experimentem méteni propustnosti planparalelniho vzorku
tloustky d, kdy zjistujeme pomér intenzity zafeni (Poyntingova vektoru) vystupujiciho ze
vzorku a intenzity do vzorku vstupujiciho. Obecné neni tloha uréeni absorpéniho koeficientu
Z tohoto poméru trividlni, ale za siln¢ zjednodusujicich podminek (vhodné tloustka vzorku
s ohledem na velikost absorpcniho koeficientu, zanedbani vnéjSich i vnitinich odrazli na
rozhranich) je pokles intenzit pfed a za vzorkem formulovan jako Lamberttiv-Beertv zakon

Ioyr(d) = Iiye™*. (13.2)

Nekolik poznamek o pomé&rech vystupni a vstupni intenzity Ilﬂ je uvedeno v Dodatku 13.1.
ouTt

Pokles vykonové intenzity pfi Sifeni viny v homogennim absorbujicim prostfedi je spojen se
zmen$enim amplitudy kmitd, a to vSech zucastnénych poli. Exponencialni pokles amplitudy

linearné polarizované viny 1ze zahrnout v realném popisu jako &len e~ *12

_w w
E.(z,t) = Egy e ¥1Z cos(kpz + @) = Ep, e~ ¢“ cos (?nz + (pE),

kde k;, kg, k,n jsou realna Cisla, ptiCemz k; (resp. k) charakterizuje exponencialni pokles
amplitudy kmit. Podobné Ize napsat i pro dalsi pole potfebné pro spocteni intenzity, at’ jiz ve
smyslu Poyntingova vektoru nebo hustoty elektrické energie

Lz w
Hy,(z,t) = Hyy e ¢ cos (;nz + <pH),

® w
D,(z,t) = Dy, e c"“ cos (?nz + (pD).

Z teSeni Maxwellovych rovni v uvazovaném piipadé plyne, ze fazové posuvy @g, @y, ¥p
nejsou stejné, ale souviseji S materidlovymi parametry absorbujici latky. Podobné jako
Vv piipadé€ netlumenych monochromatickych vin je i pro pfipad tlumenych monochromatickych
vin z pocetnich divodi mnohem elegantnéjsi pouzivat komplexni symboliku. Popis Sifeni
tlumené viny lze zcela analogicky popisu viny v neabsorbujicim prostfedi provést pomoci
vlnového vektoru a indexu lomu. V absorbujicim prostiedi to u¢inime pies komplexni vinovy
vektor K =kg + ik;. V obecném piipadé nemusi mit realnd a imaginarni ¢ast stejny smér.t
V dal§im textu se omezime na ptipad kolmého dopadu na rozhrani vakuum — absorbujici
prostiedi, kdy jsou redlnd i imaginarni ¢ast vinového vektoru paralelni.

V uvazované geometrii maji tedy realna i imaginarni ¢ast tohoto vektoru nenulové pouze z-
ové slozky. Podobné jako souvisi velikost vinového vektoru s indexem lomu v neabsorbujicim
prostiedi, je tomu tak i v ptipadé absorbujiciho prostfedi. V uvazované geometrii

Napf. pfi Ssikmém dopadu na rozhrani je smér kg urcen zakonem lomu a je kolmy na roviny konstantni faze,
zatimco smér k; je kolmy na roviny konstantni amplitudy, které jsou rovnobézné s rovinou rozhrani. Vysledkem
je nehomogenni vlna, ve které se amplituda podél vinoplochy méni. Nehomogenni vina pak uz neni vinou pti¢nou,
ale (jak plyne z Maxwellovych rovnic) ma i podélné slozky zavisejici na polarizaci.
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K, = (kg), + i(k;), = %’ (n+ix) = %)ﬁ, (13.3)

N(w) = n(w) + ixw).

Tyto parametry viny jsou frekvenéné zavislé. Latka je charakterizovana materialovymi
parametry, jako jsou susceptibilita, permitivita, vodivost a permeabilita. Pro latky, ve kterych
dochazi k transformaci energie elektromagnetického pole na jiné formy energie (pievazné
teplo) je opét vyhodné zavést tyto parametry pro monochromatickou excitaci ,,nemagnetické*
latky jako komplexni

7 (@) = xz () + 7, (@) (13.4)
& (w) = ep(w) + ig;(w),
6 (w) = og(w) + ig;(w),

1= o

Prvnim dilezitym krokem je najit vztahy mezi parametry popisujicimi vinu (komplexni index
lomu V') a parametry popisujicimi latku (napf. &.(w)).

Zopakujme makroskopické Maxwellovy rovnice pro ,nemagnetické” prostiedi s hustotou
volnych nébojti ¢ a hustotou volnych proudi j

div D(r,t) = o(r,t), div B(r,t) = 0,
_ OB(r,t _ oD(r,t
rot E(r,t) = —%, rot H(r,t) = j(r,t) +%

doplnéné o lokalni, izotropni a linearni materialové vztahy
D (r,t) = eE(r,t) + P(r,t) =
=g E(rt) (1 +7) = gé, E (,0),
jr,t) =G E(r1),
B (r,t) = uo H (1, t).

Ptitom veli¢iny E, D, P, B,H,7 a &, jsou zavislé na frekvenci monochromatické viny.

Budeme zabyvat §ifenim rovinné, linedrné polarizované, monochromatické viny ve sméru osy
z. Budeme uvazovat vinu tlumenou a homogenni s elektrickym polem v komplexni symbolice

E(@o) =E,(z=0,t=0) ez g-iwt,
kde E, je pole v absorbujicim prostiedi v misté z = 0 a v ¢ase t = 0.

Dosazenim homogenni, postupné, monochromatické, tlumené, rovinné a linearné polarizované
viny do Maxwellovych rovnic dostaneme v modelu s predpokladem
6(w # 0) = 0 dostaneme, (Dodatek 13.2)



(13.5)

= EygoC — ez g=l0t = Foeic (n+ ik) eHZ gm0t

1 = )
y = EEO (n + ix) e"7 e~iwt,

Protoze koeficient iméry mezi D, a E,, (podobné mezi Hy a E,) je ¢islo komplexni, tyto
veli¢iny nekmitaji ve fazi, ale s fizovym posuvem urcenym pomérem komplexni a redlné ¢asti
indexu lomu. Vztahy 13.5 muZeme piepsat pomoci fazového posunu @ = @y — Qg

H, = goc (n+ ik)E, = goc | V| ™9V E,,
D, =¢y (n+ik)%E, = g, |V|? 2%~ E,, (13.6)
K
tan<pN=£, |NV|? = n? + k2.

Z rovnosti(n + ix)? = &. = &g + ig; vyplyvaji vztahy

Re{é,} = e = n? — Kk?, Im{&,.} = g = 2nk,
1 24 .2 1 2, .2
L w )
elfKZ — e—?KZ el?nz.

Slabnuti intenzity viny pii prichodu prostfedim mizeme vypocitat jak ze zavislosti hustoty
elektrické energie, tak ze zavislosti Poyntingova vektoru na soufadnici z (Dodatek 13.3).

w
o . . - : . NI n , _—2=2
V obou piipadech dostidvame slabnuti intenzity podél sméru $iteni popsané zavislosti e~ “c .

V diskusi na poc¢atku této kapitoly jsme zavedli absorp¢ni koeficient a, pro jehoZz hodnotu
porovnanim dostavame

a= 2% K = 2k;. (13.8)

Z rovnic 13.7 plyne, ze pokud dochazi k absorpci (a > 0), je k > 0,&; > 0 a permitivita &, je
komplexni. V tomto ptipad¢ je komplexni i susceptibilita ¥ a pro vektor polarizace P mtizeme
psat v naSem usporadani

P(z,0) = el Ex(2,0) = &o(2p + i ) Ex(2.0) = &l T | B (z,0).  (13.9)
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Obr. 13.1 Znézornéni vyznamu Ghl ¢, @ @ 2. V horni fadce diagrami (a,b,c) pro
@ < 45°av dolni fadce diagramt (d,e.f) pro ¢ > 45°.

Absorpce v dielektriku je tedy spojena s fazovym posunem mezi budicim elektrickym polem
E a odezvou latky reprezentovanou vektorem polarizace P. V disledku Maxwellovych rovnic
dochézi i k fazovému posuvu mezi elektrickym a magnetickym polem. Pokud je absorpéni
koeficient roven nule, jsou nulové i imaginarni ¢asti permitivity a susceptibility ((pl =0)a

vektory P, E, D, H, B kmitaji ve fazi.

Objemova hustota vykonu odebiran¢ho vin€ vztaZzena na jednotkovou vzdalenost a Casove
vystfedovana je (Dodatek 13.3)

i as 1 _ (13.10)
(—divS), = — <a—ZZ>t =3 cnegEd ae % =
— 2 ~ 2%z — 1 2 —-az
= gEjwnke “c —EeoEowele .

Ke stejnému vysledku dospéjeme i tak, Zze za objemovou hustotu ztrat vykonu budeme

v Y. 7 o \- R , opP
povazovat Jouleovo teplo Q uvolnéné v disledku souéinu polariza¢niho proudu jp, = o5 @

elektrického pole E (Dodatek 13.3 a 13.4) v souladu s tzv. Poyntingovym teorémem, ktery
popisuje energetickou bilanci ve zvoleném elementarnim objemu latky. V nasi geometrii

1
Q@) = px(2) " Ex(2)): = Egogg we e, (13.11)

Ze vztaht 13.10 a 13.11 plyne, Ze objemova hustota vykonu odebiraného viné v absorbujicim

prostiedi je umérna soucinu wn(w)k(w) = % g(w).



Jev absorpce (vedouci ke komplexnimu indexu lomu) je vyznamny i z hlediska odrazu
dopadajiciho svétla. Fresnelovy amplitudové koeficienty (kapitola 3) jsme definovali jako
komplexni veli¢iny. Pii vykladu odrazu na neabsorbujicim dielektriku (S vyloucenim totalniho
odrazu) jsme ukazali, Ze se jednd o redlna cisla. V piipad€ absorbujiciho dielektrika tomu jiz
tak neni. Vzhledem k tomu, Ze dochézi k absorpci, je index lomu komplexni. Fresnelovy
amplitudové koeficienty odrazu pro obé¢ slozky polarizace ziskame dosazenim komplexnich
indext lomu do rovnic 3.31 a 3.35. Specialné pro ptipad kolmého dopadu ze vzduchu (n; = 1)
do absorbujiciho dielektrika (N, = n, + ix;) dostaneme pro amplitudovy koeficient odrazu

1—ny(w) — i (w) (13.12)
1+n(w) +ig(w)

77.<;,p(a)) =f(w) =
Pro vykonovy koeficient odrazu pro ptipad kolmého dopadu na absorbujici dielektrikum R (@)
pak plati
1-n,(w) —ixy(w) 1—n,(w) + ik (w) B (13.13)
14+ n(0) +iy(0) 1+ ny(0) —in(w)

[n2 (@) — 1]* + 5 (@)

R(w) =r(w).7r"(w) =

 [nz(0) + 112 + ()
Dosud jsme diskutovali Sifeni monochromatické, homogenni, tlumené viny a vztah
komplexniho indexu lomu N (w) = n(w) + ix(w) s fenomenologickym parametrem popisu
latkového prostiedi, komplexni permitivitou &, (w) a pfedpokladali jsme nulovou vodivost o =
0. Za takového predpokladu byly odvozeny vztahy 13.5 az 13.11.

Jak se vsak ukazuje, uvedené omezeni vibec neni principialni. Takovy popis lze pouzit pti
popisu obecného ztratového linearniho latkového prosttedi pfi monochromatické excitaci.
Alternativn€ je mozno pouzivat rizné varianty sad materidlovych parametrt, které lze mezi
sebou libovolné prevadét, jak je naznaceno v Dodatku 13.4 a 13.5. V tomto textu budeme i
nadale preferovat popis pomoci &.(w), o(w # 0) = 0.

V dal$im budeme prezentovat dva nejjednodussi modely pro urceni frekvenéni zavislosti
&.(w), totiz model Lorentzova oscilatoru a Drudeiv model pro volné pohyblivé naboje (napf.
,volné* elektrony v kovu).

Lorentziiv model odezvy dielektrika

Zékladni nekvantovy Lorentziv model vychazi z predstavy latky jako souboru oscilatort -
elektrickych dipdli, jejichZ naboje vnéjsi elektrické pole vychyluje z jejich rovnovéaznych
poloh. Ve své jednoduché, zde prezentované podob¢, neuvazuje vzajemné pisobeni kmitajicich
objekth pres lokalni elektrickd (pfipadné magnetickd) pole. Toto vnéjsi pole vytvaii v latce
oscilujici polarizaci.

Jednou z moznosti je, Ze nabitou ¢astici je elektron v atomu, ktery se chova jako klasicka ¢astice
podle zékona sily (F = ma). Na elektrony ptisobi elasticka sila, kterd jej vaze k jadru atomu a
dale disipativni sila, kterd ma za nasledek absorpci energie. Model déle ptedpoklada, ze vSechny
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zakladni stavebni elementy latky (atomy) jsou identické a kazdy ma jeden nebo nékolik
elektronti reagujicich na vnéjsi pole. Atomy nebo molekuly jsou rovnomérné rozlozeny
v objemu s objemovou koncentraci naboji N. Pifi pusobeni elektrického pole dochazi
k vychyleni elektronu v obalu vici jadru o vychylku r a ke vzniku elementarniho dipolu.
Objemovou hustotu dipélového momentu pak vyjadiuje vektor polarizace P, ktery mizeme
psat jako

P(z,t) = Nqr(z,t), (13.15)

kde g je efektivni naboj tvofici dipol +q a jejich objemova koncentrace je N Vychylka
r(z,t)zavisi na velikosti elektrického pole E(z,t) v daném misté. V dal$im se omezime na
vychylky (a smér dip6lovych momentll) ve sméru osy x.

Na zaklad¢ Newtonova zékona sily sestavime pohybovou rovnici popisujici vychylku elektronu
Zrovnovadhy X(t). Pfedpokladame, Ze vychylka je komplexni veliina, tj. muize dojit
k fazovému posunu vici budicimu elektrickému poli. Pouzijeme jednorozmérny popis, kdy
budeme predpokladat, ze elektron se vii¢i jadru vychyluje ve sméru x, ve kterém rovnéz ptisobi
elektrické pole E = (Eoe_i“’t, 0,0). Elektrické pole tedy pisobi v misté atomu na elektron silou

dx(t . ‘1 . . x
d—(t), ktera je zodpovédna za absorpci energie a rovnéz

sila —kyx(t) zodpovédna za vazbu elektronu k jadru.

qE (t). Proti tomu pusobi sila tfeni — my

d2%(t) d%(t) (13.16)

o my— =+ ke %(0) = qE(),

m

- dx(t) _
ma = qE(t) — myW — kyx(t),

£()

. o, e . d . .
kde y je konstanta popisujici tlumeni tmérné rychlosti —, @ ky je konstanta vratné

(,,elastické™) sily vazici elektron k jadru atomu (Hookova konstanta pii predstavé pruzinového
modelu).

E=0 E E

A

-
<

Obr. 13.2 Schématické znazornéni vlivu elektrického pole na atom a vznik dipolového
momentu

Rovnici 13.16 upravime a dostaneme



°Z(t) | di@) (13.17)

dt? Y dt

+ R R = %E(t),

. . . ky - , - .o /
kde jsme zavedli kruhovou frekvenci w, = /EH jako vlastni frekvenci kmitt netlumeného
oscilatoru.

Rovnice 13.17. je diferencialni rovnici druhého fadu s nenulovou pravou stranou. Jeji obecné
feSeni je souCet FeSeni homogenni rovnice (prava strana = 0) a partikularniho feSeni
nehomogenni rovnice. Reseni homogenni rovnice #(t) + yx(t) + w2 x(t) = 0 pro t —
konverguje k nule. Vlastni kmity se tedy po dostatecné dlouhé dob¢ utlumi. Nebudeme dale
diskutovat ptechodové jevy, ale budeme se zabyvat jen kmity po uplynuti velmi dlouhé ("o
doby od pocatku piisobeni elektrického pole. Reseni nehomogenni rovnice budeme hledat ve
tvaru %(t) = ¥ye~“°t. Dosazenim ¥(t) = X,e "t pro vynucené kmity dostaneme

q

[(—i(x))zfo _ iwyfo + a)(Z)fO]e—iwt — EEOe—icot’ (1318)

%o(of — 0 — iyw) = -1 E,

qE, 1
m o —iyo— o*

f0=

To predstavuje piispévek k objemové hustoté dipélového momentu (polarizaci) P od daného
typu oscilatoru
Nq*E, 1 (13.19)

AP, (t) = NgX = NqXje "t = g=iot =
x(t) = Nq qXo e

= Ay(w) Ey et
a prispévek k susceptibilité od tohoto typu oscilatoru je

Ng? 1 (13.20)
&M @ —iyo— o?’

Ay(w) =

Pokud tlumeni y nelze zanedbat, jsou susceptibilita 7(w), permitivita &.(w) a polarizace P
komplexni veli¢iny. Vztah pro ptispévek k susceptibilité od jednoho typu oscilatoru mizeme
upravit pro rozd¢leni na realnou a imaginarni ¢ast

Ng? 1 _N¢®  wf— P +iye (13.21)
gom @f —iyo— @ &M (o} — 0?)? + (yw)?

A (w) =

_N¢? 0 — & +Nq2 iyw
am (o) — @?)? + (yw)? &M (0 — @?)? + (yw)?

= Axr(@) + idy (o).



Uvedeny vyraz pro A¥(w) piedstavuje piispévek k susceptibilité od jednoho typu oscilatort
v latce. Latka, ve které by se vyskytoval pouze jediny typ oscilatoru, neexistuje. Rejstiik
mechanismi absorpce elektromagnetického vInéni je velmi Siroky: od kmitani téméf volnych
nosic¢i naboje s wy — 0, pres reorientace dipolt (napt. molekuly vody v mikrovinné troubg),
kmit iontll v mikrovinné a infracervené oblasti, kmity elektronovych oblakll v atomech ¢i
molekulach ve viditelné a ultrafialové oblasti az po oblast rentgenovou. Pfitom pii nami
uvazované podmince, Ze vychylky kmitl nejsou pfili§ veliké (plati linedrni superposice poli i
vychylek nabojl), je aditivnim parametrem susceptibilita, coz plyne z toho, ze se skladaji
polarizace P, od jednotlivych typi oscilatoru [

Ho) =) 1@ =) xu(@ +1 ) xula),
l l q

B(@) = 14 10) = 1+ ) tu(@ +1) xu(o)
q q

. .y o Niaf
Experimentalni hodnoty koeficientt l—qml
somy

hmotnosti volnych elektronli pro oscilatory, které by mély popisovat polarizaci vyvolanou
pravé pohybem elektronovych oblakti. Proto pfi odhadech velikosti tohoto ¢lenu je potieba
pouzivat efektivni hodnoty, napt. efektivni hodnoty elektronti v krystalickych latkach ci
efektivni naboje v popisu kmitll iontd. Ani to vSak nepostacuje a proto je k tomuto Clenu

obecné neodpovidaji hodnotam napt. naboje a

pridavan jest€ dalsi koeficient zvany sila oscilatoru f;. V aproximaci, Ze vSechny mechanismy
1ze popsat uvedenym modelem oscilatoru, bychom dostali

~8(a))=1+leqlzf a)(z)l—a)z—l—i;/la)
" — £ l(a)(z)z—a)z)2+(710))2'

kde N, q;, my, wgy, 7, jsou efektivni hodnoty parametrli pro oscilatory typu l. Samoziejmé

takovy model je zna¢n¢ naivni, protoze zanedbava vzajemné ptisobeni kmitajicich objektt pies
lokalni pole, o kvantovych zakonitostech nemluvé. Pro realnou ¢ast permitivity Re{&,} = &z je

sp(w)=n?—-k?2=1 +Z;(Rl(a)) =
1

- Zquzz wh — & (13.22)
— Eomy (@, — )2 + (1,0)?

a pro imaginarni ¢ast Im{€,} = ¢ je

N,q? 7,0
e(@)=2mc= ) z,@) =) L f l
l l

&My (wgz — @?)? + (3,)? :

Pti popisu parametrli v dalSich obrazcich budeme uzivat zkratku



N 2
A, = 1q;

som,

Sila oscilatoru f; ma vztah ke korektnéjSimu pojednani o optickych vlastnostech, totiz ke
kvantové mechanickému pojmu pravdépodobnost prechodu, ktery je zalozen na integralech
vlnovych funkei kvantové mechanickych stavli, mezi kterymi se pfechod absorbujici foton o
energii Aw uskute¢ni. Kvantové mechanické modely vedou ke stejnym ¢&i podobnym
spektralnim zavislostem, ovSem s jinym vyznamem koeficientu pied c¢lenem popisujicim
spektralni zavislosti.

Pro osvétleni nékterych pojmi se podivejme na vysledek modelu pro jeden typ oscilatoru bez
tlumeni, y = 0.

| [ T
@,=4x10" rad s™ |
7=0 |
A =2x10"rad’ s

£

w
> ! ! p
12 34 3,6 38 40 42 44 46

w[10"rad s™] [10"rad s™]
Obr. 13.3 Prispévek k susceptibilité od jednoho typu netlumeného oscilatoru

Susceptibilita je realna. Pro w < w kmitaji elektrické pole E, polarizace P i elektricka indukce
D ve fazi. V limité nizkych frekvenci je ptispévek Aygz(w — 0) = % > 0. Pro pfipad
0

4 M O . /4 o A
ptitomnosti mnoha typt oscilatort dostaneme yz(w — 0) = le—zl.
ol

Pii w = w, susceptibilita diverguje, polarizace by byla P(w,) = *. V ptipadé nenulového
tlumeni tato potiz odpada.

Zajimava je spektralni oblast wo < w < wp, kde wp =+ wZ + A dostaneme ze vztahu
Axr(wp) = —1aAygp(wy < w < wp) < —1. Takze v protifazi k vné&jsimu elektrickému poli
kmitd nejen polarizace, ale dokonce i indukce D. V jednooscilatorovém modelu by byla
permitivita e(wp) = 0, tj. D = 0, neboli P = —¢&yE. Piitomnost tlumeni a pfitomnost dal$ich
typl oscilatorQ sice situaci v realnych latkach vyznamné komplikuji, pfesto (pokud podobna
situace nastane) je vysledkem vysoké odrazivost v ¢asti této spektralni oblasti.

V limité vysokych frekvenci je Aygr(w — ) = 0, pficemz Ayg(wo < w) < 0 a to pro
vSechny typy oscilatort.
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Disledek zavedeni nepfilis silného, ale nenulového tlumeni pro uvedeny model jediného typu
oscilatoru je na obr. 13.4.

I T I

@y= 4x10° rad s'| A% i ®,= 4x10" rad s™

B 13 -1
y=4x10" rad s™ y= 4x1030 radzs ,
A= 2x1030 rad2 5-2 8-A4A=2x10""rad" s

[
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

|
34 3,6 3,8 4,0 42 4.4 4,6 34 3,6 3,8 4,0 4.2 4.4 4,6

ol 10"rad s']] ol 10"rad s']]

Obr. 13.4 Prispévky krealné a imaginarni Casti susceptibility od jednoho typu
lorentzovského oscilatoru. Kruhové frekvenci wy, = 4 X 101° rad s~ odpovida vinova
délka 471 nm.

V dalsi ¢asti uvedeme vysledky zjednodusenych modeli, které predpokladaji pouze jediny typ
spektralné osamoceného lorentzovského oscilatoru (v nasledujicim bez indexu) ve sledované
spektralni oblasti a pfispévky jinych mechanismu interakce (napt. interakce pole — elektrony,
pole — ionty, pole — nataceni dipolovych momenti pfitomnych v latce atp.) jsou hrubé
simulovany jako konstantni piispévek k realné ¢asti permitivity, tj. i k indexu lomu, viz
Dodatek 13.6.

R —
(@} — ?)? + (yw)?’ (13.23)

er(w) = nl%/IED +A

Yo

A = A T gyt o

Obrazky 13.5 az 13.7 jsou nakresleny pro rizné silné oscilatory z oblasti typické pro absorpci
zplisobenou vazanymi elektrony. Z obrazkd je patrné, Ze imaginarni ¢ast susceptibility (a
permitivity) ma maximum pobliz frekvence w,, kdy dochazi k maximalni absorpci vykonu
elektromagnetického pole.

Reélna a imaginarni ¢ast indexu lomu nejsou aditivni veli€iny, jejich pribéh nelze vyjadrit jako
soucet prispévki jednotlivych oscilatort. Pribeh frekvenéni zavislosti redlné ¢asti indexu lomu
n ma pomérné komplikovany prubéh. V ¢asti I (obr. 13.5) od malych frekvenci az do jisté
frekvence index lomu s frekvenci roste. Takovym oblastem frekvenci fikame oblasti normalni
disperze. Napf. pti pruchodu slune¢niho svétla atmosférou jsou rezonan¢ni frekvence molekul
plynt atmosféry vyrazné vyssi nez frekvence viditelného svétla. Z pohledu naseho modelu se

11



tedy viditelny obor spektra nachazi v oblasti normalni disperze I. To vede k vyssi interakci vin
S vy$$imi frekvencemi s molekulami plynii atmosféry a nasledné k vySSimu rozptylu na
nehomogenitach koncentrace molekul. Vice se rozptyluje modra barva nez ¢ervena. Pokud se
pozorovatel divda béhem slune¢ného dne na oblohu, vidi rozptylené, tedy pfevazné modré
svétlo.

V oblasti kolem rezonan¢ni frekvence naopak index lomu s frekvenci klesa. Tuto oblast
nazyvame oblasti anomalni disperze. Sitka této oblasti souvisi hlavné s velikosti tlument;
S rostoucim tlumenim se oblast II rozSifuje. V této oblasti dochazi k silné absorpci zafeni,

protoze koeficient k, a tim i absorp¢ni koeficient a = 2% K nabyvaji zna¢nych hodnot.

Od urcité frekvence index lomu opét roste. Jedna se tedy opét o oblast normalni disperze (¢ast
Il v obr. 13.5.

Pribéh R(w) je zobrazen na obrazcich 13.5 -13.8 pro stejné parametry, pro které byly
vypocteny pritbéhy redlné a imaginarni zavislosti indexu lomu na frekvenci.

Na obrazku 13.5 jsou uvedeny vysledky modelu vedouciho ke ,stfednim® hodnotam
absorp¢niho koeficientu a, ktery lze pohodIné¢ méfit z propustnosti vzorku tvaru desticky.
Ptislusné zmény v redlné Casti permitivity a indexu lomu jsou velmi nepatrné. S tim souvisi i
,»pekny*, symetricky tvar absorp¢niho pasu kolem frekvence wg,. Do jisté miry to plati i pro

Ve

pon¢kud ,,silnéj$i* oscilator na obr. 13.6.

Na obr. 13.7 jsou zakresleny vysledky modelu silného oscilatoru, kdy spektralni zavislosti
realné ¢asti permitivity 1 realné ¢asti indexu lomu jsou jiZ podstatné. Pro takto dostatecné silny
oscilator nastava dokonce eg(wp) = 0 a Vv jisté Casti spektra dojde i k zaporné hodnoté &5 a
k indexu lomu n < 1. Disledkem je silna odrazivost pobliz frekvence w, a jasné nesymetricky
absorp¢ni pas.

12
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Obr. 13.5 Vysledky modelu s jednim typem nepfili§ silného oscilatoru posazenym do

materialu se zakladnim konstantnim indexem lomu nyzp = 2. Absorpcni koeficient ¢ =

800m~! =8cm™! znamena redukci intenzity zafeni na 1% na draze 5,8 mm. Zmény

odrazivosti v oblasti takového absorpéniho pasu jsou zcela nepatrné. Takze méfeni

propustnosti je nejpohodIngjsi metoda, coz plati i pro mnohem slabsi spektralni absorpcni
pasy.
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Obr. 13.6 Vysledky modelu s jednim typem pomérné silného oscilatoru posazenym do

materialu se zakladnim konstantnim indexem lomu nyzp = 2. Absorpéni koeficient ¢ =

8 x 10*m™! = 800 cm™! znamena redukci intenzity zafeni na 1% na draze 58 um.

Zmény odrazivosti v oblasti takového absorpcniho péasu jsou velmi malé. Ptiprava vzorka
mikronovych tloustek pro transmisni méfeni mtize byt u nékterych materialt obtizna.
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Obr. 13.7 Vysledky modelu s jednim typem extrémné silného oscilatoru posazenym do

materialu se zékladnim konstantnim indexem lomu nyzp = 2. Kruhova frekvence wy =

4 x 10*> rad s~ odpovida vinové délce 471 nm. Index lomu 2 znamen4, Ze vykonova
odrazivost je 0,111. Velmi vysoky absorpéni koeficient @ =6 x 10’m™1 = 6 X
105 cm™! znamen4 redukci intenzity zafeni na 1% na draze 77 nm, coZ je podstatné
krat§i nez vlnova délka. V takovém pfipadé je adekvatnim experimentem méieni
odrazivosti. Oblasti I a IIT oznacuji oblasti normalni disperze indexu lomu, Il je oblast

anomalni disperze.
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Obr. 13.8 Vysledky modelu s jednim typem silného oscilatoru, ktery v hrubych rysech
odpovida vlastnostem iontovych krystalil v infracervené oblasti. Typicka je pfitom oblast
vysoké odrazivosti, kde kmity iontl s vysokym efektivnim néabojem zabranuji
elektromagnetickému poli vnikat do materialu. Na vysokofrekvencni konec pasu vysoké
odrazivosti navazuje oblast téméf nulové odrazivosti a vyborné propustnosti. Oblast
rychlého padu R byva nazyvana reflexni hrana. Oblast vysoké absorpce je omezena na

tésné okoli frekvence w,, kde je vina siln¢ utlumena na vzdalenost mensi nez je vinova
délka.
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Na obr. 13.8 jsou vysledky modelu, ktery zjednodusen¢ imituje optické vlastnosti iontovych
krystalll v infracervené oblasti spektra. Typicka je oblast velmi malého indexu lomu (n — 0)
spojena s velmi vysokou odrazivosti, kdy ionty v latce kmitaji v protifazi (obr. 13.9) ke
vnéj$imu dopadajicimu poli E, vytvaieji velmi silné pole odrazeného zateni (jiz od 19. stoleti
znamé jako ,,Reststrahlen bands) a uspésné zeslabuji pole uvnitt latky. Fazova rychlost miize
byt mnohem vétsi nez rychlost c. Jinymi slovy: vinova délka v materialu je mnohem vétsi nez
vlnova délka ve vakuu pfi stejné frekvenci. OvSem je tieba si uvédomit, Ze v té€chto piipadech
dochazi k vyraznému Gtlumu na vzdélenostech podstatné mensich nez vinova délka.

Jak jiz bylo zminéno (rovnice 13.6 -13.8), absorpce energie viny v latce je spojena s fazovymi
posuvy mezi zakladnimi veli¢inami, totiz o fazovy posun ¢, mezi magnetickym polem viny
H a elektrickym polem E budicim kmity a o fadzovy tihel 2¢ 5 mezi elektrickou indukci D a
elektrickym polem E. Knejvyraznéj§im fdzovym rozdilim dochazi v okoli rezonanéni
frekvence. U velmi silnych oscilatort miize dokonce nastat situace, kdy se thel 2¢,- blizi
k 180° a a elektricka indukce D kmitad témét v protifazi k budicimu elektrickému poli, jak je
naznaceno na obr. 13.9.

20y [deg] 2y [deg]
| T | | T T | T T | T
------------------- FUUPU TN S DU SRS, SRS T
* L Myggp=2 “ I( \ P15
|
o | 0,72 x10"” rad s} 1% 0,=4 x10% rad s
L - =4x10"rads’  p 7=6x10"" rad s -
o S [\4=2x10" rad’s?| || ] A=1x10"% rad’* s |
60 — 60 -
30 — 30 J L —
0 | | 0 | i | | | |
34 3,6 3,8 4,0 42 4.4 46 0 2 4 6 8 10 12 14
@ [10"rad s @ [10 rad s™]

Obr. 13.9. Fazové rozdily mezi elektrickou indukei a elektrickym polem 2¢ pro ptipady
velmi silnych absorpénich past uvedenych na obr. 13.7 a 13.8

Pokud se zajimame o (téméf) neabsorbujici typicka dielektrika v blizké a viditelné spektralni
oblasti, pfevazuji kladné pfispévky k yz od oscildtorti s vy$§imi wg,; (normalni disperze v
oblasti I). Z toho plyne typicka spektralni zavislost indexu lomu n(w) = /1 + yz(w), ktery se
monotonné zvysuje s rostouci frekvenci (klesajici vlnovou délkou). Tyto zavislosti byvaji
aproximovany riznymi, vice ¢i méné sloZitymi vztahy a pro technicky vyznamné latky (napft.
rtizné typy skel) jsou tabelovany. Jen jako jednoduché piiklady uved’me Cauchyovu disperzni
formuli pro neabsorbujici plyny
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nA)=1+4 (1 + %) (13.26)

nebo Sellmeierovu rovnici bézné uzivanou pro technickou charakterizaci optickych skel

3 13.27)
B, 12 (
2(7) = E
n (A)_l-l_l_llz—cz'

kde koeficienty B; a C; jsou pro jednotlivé typy skel tabelovany.

Pro spektralné ,,osamocené‘ oscilatory, které nejsou extrémné silné, se pouziva pro absorp¢ni
koeficient aproximace zvand Lorentziiv tvar absorpéniho pasu. PiisluSné aproximace
spocivaji v tom, Ze:

e realna ¢ast indexu lomu se v oblasti pasu neméni n(w) = n = konst.

e 03—’ =(wy+ w)(w,—w)=2w(w,—w)

w w w
a(w):Z—Kzz_ﬁz_A > Yo =~ (13.28)
c c2n nc (w - a?)?+ (yw)?

w? 1 y A y
nc w? 4 (wy—w)2+ ¥ 4nc (a)o—w)2+7;/4.

~

Drudeiiv model - odezva vodivého prostiedi na elektromagnetickou vinu

Drudetiv model popisuje odezvu latek s volné pohyblivymi naboji (ionty v plynném plazmatu,
napt. v zemské ionosféte, elektrony v dopovanych polovodi¢ich a v kovech), které nejsou
vazany  Krovnovaznym poloham, na budici harmonickou  monochromatickou
elektromagnetickou vinu. V souladu s ptedchozim vykladem se omezime na model zahrnujici
pouze vliv elektrické slozky pole. V pohybové rovnici 13.14 polozime vazebni konstantu
ky = 0. Pro tento ptipad z rovnice 13.23 dostaneme pro relativni permitivitu modelové latky,
ktera obsahuje pouze 1 typ volnych nosi¢i naboje a Zadné lorentzovské oscilatory ¢i jiné
mechanismy interakce elektromagnetického pole s latkou

Ng? 1 _ 1 o
sm —iyo— * iyo+ &

gw)=1+

Nq? . ;. . , . .
kde /im = o, je nazyvana plazmova frekvence. Jedna se o charakteristickou frekvenci
&0

prostiedi, pokud uvazujeme pouze volné pohyblivé (nevazané) naboje V kovech se nachazi
v ultrafialové ¢asti spektra, v polovodicich je v infracervené oblasti.

Vypoctem redlné a imaginarni ¢asti vyrazu doStaneme pro realnou a imaginarni ¢ast permitivity
takové modelové latky”
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Z téchto rovnic pak muzeme vyjadfit n(w) a x<{(®w). Frekvencni zavislost téchto veli¢in je
zobrazena na obr. 13.10. Jako velmi typicky rys se jevi silny pokles odrazivosti s rostouci
frekvenci prav€ u plasmové frekvence @y, t€Z nazyvany reflexni hrana. Je zjevné, Ze pod
plazmovou frekvenci dochazi k silné absorpci zafeni (k > 0, a tedy i absorp¢ni koeficient o >
0). Naopak nad plazmovou frekvenci jsou tyto veliciny malé a vodivé prostiedi
elektromagnetické zatreni danych frekvenci propousti.

Stejné jako v ptipadé Lorentzovych oscilatort, 1 v pfipadé Drudeova modelu jsou zavislosti
n(w) a k(w) ovlivnény piitomnosti dal$i mechanismd interakce. Na obr.13.11. je nakreslen
zjednoduSeny model, kdy jsou optické parametry ovlivnény pouze pifiddnim konstantniho
realného indexu lomu nygp. Disledkem je zména frekvence, pii které je e = 0. Je téz patrné
odsunuti reflexni hrany od plasmové frekvence. Tento jev je velmi vyrazné pozorovatelny napf.
ve spektralni zavislosti odrazivosti zlata, kdy plasmova frekvence spoétena z koncentrace
volnych elektronl a jejich parametri (efektivni hmotnost) se nachazi podobné jako u mnoha
jinych kovil v ultrafialové oblasti spektra, ale vlivem prave jinych absorpénich mechanismi je
posunuta z UV oblasti k vinové délce zhruba 540 nm, tj. do viditelné oblasti. Zlato tak v mensi
mife odrazi zelené a modré svétlo nez svétlo Cervené a to zpusobuje jeho Zlutavou barvu.
V jinych kovech (stfibro, hlinik) ovlivnéni posuvu reflexni hrany od plasmové neni tak silné a
tyto kovy odrazeji dobfe v celém viditelném oboru.
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Obr. 13.10 Zakladni parametry (realna a imaginarni Cast relativni permitivity, redlna a

imaginarni ¢ast indexu lomu, vykonovy koeficient odrazivosti a absorp¢ni koeficient)
v ,Cistém* Drudeové modelu, kdyz predpokladame, ze k vlastnostem nepfispivaji jiné
mechanismy nez pohyb volnych naboji. Takovy pfipad vSak neni realny.
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Obr. 13.11 Zakladni parametry (realnd a imaginarni ¢ast relativni permitivity, realna a
imaginarni ¢ast indexu lomu, vykonovy koeficient odrazivosti a absorpéni koeficient)
v modelu, kdyz predpokladame, ze k vlastnostem pfispivaji i jiné mechanismy nez pohyb
volnych naboji. V uvedeném modelu jsou tyto mechanismy velmi hrubé zahrnuty jako
ptispévek nypp Kindexu lomu nezavisly na frekvenci. V porovnani s obr. 13.10 je
ziejmé, Ze i takova ,,mala* uprava (pouze posunuti hranice spektralni oblasti, kde je e <
0) ma vyznamné disledky v posunu spektralnich charakteristik, jako je napf. odsunuti
reflexni hrany od plasmové frekvence.
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Dodatek 13.1 Poznamky k propustnosti planparalelni desky

Vztah mezi propustnosti (jeji spektralni zavislosti) zkoumaného vzorku ve tvaru (pfiblizng)
planparalelni desky a absorpénim koeficientem neni jednoduchy a zavisi na geometrickych
charakteristikach vzorku i na charakteristice zafeni.

a)

b)

Pomérné slozity je ptipad idealni geometrie vzorku ve tvaru piesné planparalelni desky
a témeét monochromatického vinéni (velmi dlouhd koherenéni délka podstatné vétsi nez
tloustka vzorku d). Pokud absorpcni koeficient neni pfili§ velky a umoznuje efektivni
uplatnéni vicendsobnych odrazli uvniti vzorku, je propustnost vzorku modulovana
podobn¢ jako pro neabsorbujici vzorek v dusledku interferenc¢nich jevii. Komplikaci
pfitom je i skutecnost, ze amplitudové koeficienty odrazu na rozhrani maji obecné
fazové posuvy, tedy nejen 0 nebo m jako v ptipadé neabsorbujicich prostiedi. Dosti
slozity vyraz pro propustnost vzorku v tomto pfipad¢ zde nebudeme uvadet.

Druhy limitni pfipad je charakteristicky tim, Ze dojde k Giplnému rozruseni interference
ve smyslu s¢itani prislusnych poli, ale nékolikanasobné odrazy vedou k nekoherentnimu
sc¢itani pfislusnych vykonovych intenzit. K tomu dojde napt. v disledku geometrie
vzorku, ktery ma v riznych mistech rizné tloustky, jejichz rozdily jsou vétsi nez vinova
délka, nebo zafeni ma mensi koherencni délku nez je tlouStka vzorku. PtisluSny vztah
pro propustnost vzorku T pak je

T. — Loy _ (1-R)?e
5T Ly~ 1—RZev20d’

kde Ioyr @ I;y jsou intenzity zafeni v prostiedi obklopujicim vzorek (tj. za vzorkem a
pted vzorkem) a R je vykonova odrazivost na rozhranich.

Obzvlast neptijemnou konfiguraci je stav, ktery miZeme oznacit jako ptfechod mezi
moznostmi a) a b), kdy dojde pouze k Gtlumu interferencnich oscilaci. V ptipad¢, kdy
jsou interferencni oscilace spektralné podstatné hustsi nez spektralni Sifka absorpénich
pasti, lze jejich vliv odstranit matematickym zpracovanim.

Piipomenme, ze vykonovy koeficient odrazu pro kolmy dopad z vakua je

ntik—1n—ik—1 (—-1)2+x’
T n+ik+1ln—ik+1 (n+1)24k?

Situace se podstatné zjednodusi pro dostatecné tlusté vzorky s dostate¢nym absorpcnim
koeficientem, kdy je R%e~2%¢ « 1 a vztah pro propustnost je

I
T =2 ~ (1 = R)2 e,

IIN
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d) Vrtad¢ pripadi muzeme vliv R eliminovat bud vypoctem, nebo porovnanim
S podobnym vzorkem, ktery neobsahuje absorbujici latku. Typickym ptikladem (hojné
aplikovanym v chemii, biochemii apod.) je porovnani propustnosti roztoku latky
V kyveté s propustnosti rozpoustédla v kyveté tychz parametrti. Tato méfeni zhusta
slouzi ke stanoveni koncentraci latek v roztocich, viz Beertuv piispévek k Lambertovu—
Beerovu zakonu.

V tadé pripadd nds nemusi zajimat velmi pfesné hodnoty absorpénich koeficienti, ale jen jejich
relativni zmény ve spektru. Navic v mnoha pfipadech (nizké indexy lomu) je
(1 — R)? = 1 atak se dostdvame k ¢asto uvadénému ,,Lambertovu-Beerovu zakonu*

IOUT
TS =—2= e_ad

IIN

V komerc¢nich spektrometrech urcenych hlavné pro chemické a biochemické laboratoie je
vysledek uvadén (vedle propustnosti vzorku) v hodnotach absorbance, coz je zaporny
dekadicky (nikoli pfirozeny) logaritmus propustnosti. Nezahrnuje tedy zadné zohlednéni
tloustky vzorku ani jeho odrazivosti.

Lamberttiv zakon objevil a publikoval v roce 1729 Pierre Bouguer. V roce 1760 ho citoval
Johann Heinrich Lambert.

Johann Heinrich Lambert, 1728 — 1777, $vycarsky polyhistor (matematika, logika, filosofie,

piimo imérné intenzit€ a délce drahy)*.

August Beer, 1825 — 1863, némecky fyzik, chemik, matematik: ,,Opticka propustnost roztoku
je konstantni, je-li konstantni soucin koncentrace latky a délky drahy*, (rok 1852).

Dodatek 13.2 Tlumena vina splnuje Maxwellovy rovnice

V tomto Dodatku ovéfime, ze tlumena vlna zapsana v komplexnim formalismu, spliuje
Maxwellovy rovnice. Alternativné bychom mohli pfedpokladany tvar tlumeného elektrického
pole E, do Maxwellovych rovnic dosadit a z nich dostat zavislosti pro Hy aD,.

Ovéime tedy, Ze vina

— iKz ,—iwt
X EO € e )

tn

D, = Eygy (n + ix)?etZ g=lot)
x 0<0
H, = Eygoc (n + ix) e e7it,

~ 1 s .
B, = EEO (n + ix) et*7 g~iwt

splituje Maxwellovy rovnice.
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Z
=0+04+0=0,
0x 6y+c')z o+

div B = 0.
tH = oD
R T
. (8H, 0H, dH, 0H, 0H, 0H oH
I‘OtH= - y, X ) y_ a = __y;O'O )
dy 0z ° 0z dx = 0x dy 0z
J0H o .
— —2 = —i Keoc (n + ix) Ege' ™7 e7i0t =
0z
lw

——¢goc (N +iK)? Ejet*7 g~tot,
c

oD s )
atx —iwey (n + iK)? Eget™? e~t0t,
tE = 9B
otE =" %0
ot F = JE, B aEy’aEx B E)Ez’aEy B 0E, (O%O)
dy 0z 0z 0x  0x dy 0z
0E . ) iw i .
_x =i K Eoelﬂfz e—lwt — _(n + ilc) EoelﬂCz e—lwt’
0z c
3 (’)By iw

—Y = (n+ik) E e®7 g-iwt
5% c( ) Ey

Uvedena monochromatickd, rovinna, homogenni, tlumena, linedrné€ polarizovana vilna splituje
vSechny 4 Maxwellovy rovnice.
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Dodatek 13.3 Objemova hustota energie elektromagnetické viny a jeji ztraty

Casova stiedni hodnota hustoty elektrické energie v misté z v redlném popisu

1
(W) = - (Re{Ex} Re{Dyr}), =

w w
5 (Ege ¢ cos&egEye” ™ (egcosé — g;siné)), =

1 W
=3 goEZ e~ %c " [ eg(cos?§), — g{cos Esin &), =
—ngz —ZQKZ
= Z gOgREg e “c = Z so(nz - KZ)Eg e ¢ -,

kde byla pro zkraceni zapisu zavedena zkratka

w
&= ?nz—wt= krz — wt
a pouzito (cos*¢), = 1/2 a(cosésiné), = 0.

Totéz za pouziti komplexni symboliky

.1 1,
Re{E}zE(ER+iE,+ER—iE,)=§(E+E*),

W . _w . _w . . w
X [elcnze““’t (eg —igpe cel@t 4 o720t (g + ig))ec e ‘wt] =

2 2%z 1 2 -2%kz
—geoEoe c 2€R=Z€0€RE06 c

Pro stfedni hodnotu velikosti Poyntingova vektoru muzeme napsat

1, ~
(S;(2))e = 7 (ExH; + EzH, ) =

%
X"y

_ 0 @ . Ep— g _w. .
—_ CSOEg e 2 Kz [elcnze_‘wt R : 1 e lcnze‘wt+
4 n— ik

@, . Eptig @ .
+e lCnZelwt R i I elCnZe—lwt —
n+ ik

1 LW ep—igg)n+ik) + (ep +ig))(n — ik
L g o (e 1)t )+ (et i) (n = i)
4 n? + k2

2 —ZQKZ
=§cn£0E0e c ™,

TotéZ miizeme dostat s vyuzitim thlu fazového posunu ¢, mezi E, a H,,
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S,(z,t) = Re{E,} Re{H,} =
= Eoe_%’cz Re {ei(%nz_wt)} goC | V| Eoe_%'cz Re {e"(%"z‘“’t) eiw\r} —
= g¢ |V Eée‘z%"z cos (%nz - a)t) cos (%nz — wt + (pN) =

1 w w
_ - 2 —2—KZ - _
=3 goC | V| E§e "¢ [cos @ + cos (2 p nz — 2wt + (pN) ],

1 2 —ngz
(S5(2))e = 5 £oc V| Efe ¢ cos gy =

1

w 1 W
= 5 &C E2e™“c" \In? + k2 cos @y =Eeoan§e ¢,

protoze Vn? + k? cos ¢ = n, viz obr. 13.1.

Nezavisle na tom, zda posuzujeme intenzitu viny pomoci sttedni hodnoty intenzity elektrického

pole, nebo pomoci Poyntingova vektoru, dostdvame slabnuti intenzity podél sméru Sifeni
w

popsané zavislosti e~ %< . Absorpéni koeficient jsme zavedli jako @ = 2% K a pfipomenime

& = 2nk.

Objemova hustota vykonu odebiraného vin¢ je

as,
dz

1 W

_ -22
) =EcneoE§ ae™% = ggE2 wnke ‘¢ =
t

(=div S), = —<

1 W
—-— 2_
= EeoEg wge ¢’

Alternativni odvozeni pro objemovou hustotu odebiraného vykonu miize vychéazet z vyrazu pro
objemovou hustotu uvoliiovaného Jouleova tepla

Q = Re{j}- Re{E‘}.
V piipadé bez volnych proudt je nenulovy proud polariza¢ni a v nasi geometrii je

. 0P, ~ _0E
Jpx = —= = go(xr +ix1) a_tx

dat
Pro zkraceni zapisu opét zvolme zkratku é = kpz — wt
Re{E} = Eje "% cos ¢,
Re{jp} = goEpe M1?Re{—iw(xg + ix;) (cos&é +isin&)} =
= goEge ¥17 Re{—iwyg cos& — iwygisiné —
—iwiy;cosé —iwiyisiné} =
= goEpe % (wyg sin& + wy; cos §).

Soucin redlnych ¢asti a jeho Casova sttedni hodnota
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Q(z,t) = ggEZe k1% ¢y [y siné cosé + + y; cos? €],
1 2 ,—2k 1 2 2k .
(Q(2): = 5 WXréo Ege™=1% = 5 Wérg Ege 17 = (—div S),

v souladu s Poyntingovym teorémem (bilance vykonu) pro stacionarni déj, kdy se stiedni
hodnota energie elektromagnetického pole v latce neméni

Dodatek 13.4

Prostredi s nenulovymi volnymi proudy j; a fazovym posuvem mezi E a D

V latkach nejsou pfitomny jen ndboje vazané ke svym rovnovaznym poloham, ale vyskytuji se
1 ndboje volné¢ pohyblivé. Jejich prispévek k optickym parametriim je v nejjednodussi verzi
popsén Drudeovym modelem, ktery vychazi z pohybové rovnice volného naboje v elektrickém
poli monochromatické viny. Volny ndboj neni vracen do z4dné rovnovazné polohy a kmité
pouze vVvlivem stfidavého elektrického pole. Pfislusnd proudovd odezva miize byt
charakterizovana komplexni vodivosti ox + ig;. Na rozdil od popisu provadéném v zdkladnim
textu, zde budeme ptedpokladat, ze komplexni vodivost i komplexni permitivita jsou nenulové,
tj. Ze bychom né&jakym zplsobem uméli odlisit ohmicky proud j¢, s nimZ jsou spojené ztraty
Jouleovym teplem, a ztraty spojené s fazovym posuvem mezi E a D. Pfislusné parametry

oindexujeme (1), tedy o$, o, &, ™,

Pro jednoduchost se opét zabyvejme homogenni, rovinnou, monochromatickou a linearné
polarizovanou vlnou, pro kterou jsou nenulové slozky E, Dy, Hy,By,J?Z. Ptedpokladejme

exponencialni tlumeni vlny v zavislosti na soufadnici z.
i Oz i%nz iwt i iwt
j— j— T 2 —lwtl — —lw
E.(z,t) =Eyp(z=0)e c“ec e = Eo,(z)e %",

: ., 9D .
Z Maxwellovy rovnice rot H = j, + -, tak zistane

- 0E
+ ia,(l))Ex(z, £) + eo(e,gl) + ie,(”) —2(z,¢).

0H,(z,t) 0

0z

Protoze aaitx = —iwE,(2), 1ze oba ¢leny spojit

_H,(z D) _ (G}gl)

= + ial(l))]?x(z, t) — iweo(eg) + iel(l))Ex(z, t)
a zavést bud’ souhrnny parametr vodivosti

52 = g}gz) + io‘l(z) = a}gl) + a)goel(l) + ial(l) - iweoe,gl)

nebo souhrnnou permitivitu, kterou jsme uzivali v zakladnim textu této kapitoly (zde bez
indexu)
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®

o
& =¢ep+ig = —g—+£(1) " +l€1(1)
oW 0
€Y (1)
g lO’
eow eoa)

Tento krok umozni Spojit napi. nerezonanéni prispévek k permitivité od volného proudu
(Drudettv model) srezonan¢nimi piispévky od oscilatorii (Lorentziiv model) V jedné
permitivité &.(w)

N,q? 1 N;q? -
&(w) =1--11 +z ol /

goMg w? + iwy, — EoMy O - w? —iwy;

kde Ny, mg, ¥4 jsou koncentrace, hmotnost a tlumeni pohybu volnych naboji g a Nj, qj,m;, Q;,
¥; jsou koncentrace, efektivni ndboje kmitajiciho dipolu, efektivni hmotnost kmitajicich naboj,
vlastni frekvence kmitajicitho dipdlu a ptislusné tlumeni, kde se sCitd pres jednotlivé typy
kmitajicich dipélu. Uvedeny vztah vychazi z toho, ze v ptipadé vice ptispévkl k odezvé latky
na elektrické pole viny se s¢itaji polarizace, tedy i susceptibility, & 2D (w) = 1 + Yixj(w).

Podivejme se, jak dopadne dosazeni sady parametri (1) do Maxwellovych rovnic. Chceme

ziskat vztah mezi n + ik a 0(1) 0,(1), s,gl), ,(1).

o 2
Eo(5) = Egu(z = 0)e™ ¢ efe™ emivt = i (7)e~io",
D @ L ,
DX(Z: t) = 80( () + lefl))EOx(Z = O)e CKZ elCnZ e_lwt =
= Eox(2) & ( 2t lS )(cos wt — i sin wt),

dD,(z, t)
ot

€Y

Eo(2) ( Eo W s,gl) sinwt + gy w & cos wt —

—igw 81(2 ) cos wt — 180(1)81( ) sin a)t),

Je(z, ) = (o +i0{7) Epx(z,6) =

(1) (1)

= Ey,(2) ( W coswt + a(l) sinwt — ioy ~ sin wt +i g, cos wt),

6Ha(ZZ t) () [( ) _|_w(1)) Ot _ ige ( ) +l€(1)) —lwt] _

= E,,.(2) [( w4 lO'(l))(COS wt — isinwt) —

lweo(eg) + lS )(cos wt — isin wt)]
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= Eo(2) aél) cos wt + 0,(1) sin wt — ia}gl)sin wt + ia,(l) cos wt +

+&yw (81(1) cos wt — 8}21) sin wt — ielgl)cos wt — iel(l) sin a)t)] =
i Lz i%nz
= Eox(2) [a(wt) + ib(wt)] = Egry(z=0)e ¢ e ¢ [a(wt) + ib(wt)].

Integraci dostaneme

H,(z,t) = —Ep,(z = 0)[a(wt) + ib(w?)] f e_%'cz ei%nz dz =

—c -
=——— F t ib(wt)],
B.(z,0) = uoll,(z,t) = —2° _F. () [a(wb) + ib(wb)].
Y Y iw(n + ik)
Z dalsi Maxwellovy rovnice dostaneme
0B, OE
tE), = ——2=—72,
(rotE)y = =3¢ =%z
agy HoC ~
_ — FE
it iwn+ik) (2)
X
X [w(—a,gl) sin wt + 0,(1) cos wt — ia,gl) cos wt — ia,(l) sin wt)

+

€Y ®

e}gl) cos wt +iey “sin wt — ig;”” cos a)t)],

+eow? (—81(1) sin wt —

0E, UoC -
= E Z x
9z iwn+ix) ™ (2) &

—o® paey) o puE)
R I . OR .0
X sinwt + —coswt — i ——cos wt — i——sinwt +
oW Eow oW Eow
—el(l)sin wt — s}gl) cos wt — iel(l) coswt + ie,gl)sin a)t]
a integraci
EoMoC =
E. (zt - Eo.(z) X
x( ) (n + lK)Z Ox( )
€8] (1)
9; (1 Op " . (1)
X [——coswt — &5~ cos wt ———sin wt — &’ sinwt +
oW Eow
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(1)
+i(—6Lcosa)t ()cosa)t

Egw
(€]
2L sin wt + e,gl)sm a)t)]
Egw
1
Ex(Z; t) = (n + iK')Z Ox(Z) X

e ey
X 8}({)1) — L Jcoswt —i (1) ——|sin wt —
Eow Eow

(1) (1)
(181(1) + ) sin wt + (l&‘l(l) + ) cos wt]
EoWw Eqgw

0

€Y
€Y ! —iwt
E . (z,t) = &n 7 — e
x(z,t) (n + iK)? 0x(2) [( R o )
. (1)
io .
+ <i€,(1) + L) et =
EoW
€3] (1)
1 Y 1 | log - »
T (n+ix)? (8( ) 81 +ie! + w> Eox(2)e™"
oW €o

Pozadavek, aby pole v z odpovidalo zadané viné

_ )
Ex(z,t) = Eoy(z = 0)e ¢ e'c™ e710t = [, (z)e 'Y,

je splnén, kdyz
@ D
g Lo
(n+ik)? = e —L—+ iV + L.
Eow Eow

Proizolant oz = 0; = 0 dostavadme znamy vztah (n + ik)?=ex + ig;.

Tak jsme ukazali, ze prostredi, ktera obsahuji jak volné nosi¢e ndboje, tak i oscilatory, Ize
souhrnné zcela ekvivalentné popsat bud’ relativni permitivitou (bez indext, uZzivali jsme
v zékladnim textu)

O.(l) (1)
Re{& } = & = 8(1) g(I)_a)' Im{&}=¢ = 31(1) eow
nebo vodivosti (2)
Im{5 @} = 01( — 01(1) weg e}gl).
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V souhrnu zopakujme vztahy mezi indexem lomu a materidlovymi parametry uvedenych sad
(n+ix)> =g +ig =
D €3] 1

W _ 91 @ R

=— (—0,(2) + iaigZ))
EoW Eow W

aniz by byl dilezity mechanismus interakce. Takze 1ze bez problému vyjadfit i pivodem Cisté
vodivostni pfispévek (voln¢ pohyblivé naboje) k optickym parametrim pomoci &.(w) a naopak
Cisté dielektricky piispévek (polarizace dielektrika) pies vodivost 6 (w).

Dodatek 13.5 Rovinna vina a Poyntinguiv teorém

Zakon zachovani energie (ve stacionarnim piipad¢ zachovani vykonu) byl obecné formulovan
jako tzv.Poyntingiiv teorém, ktery neni omezen na monochromaticky ptipad. V obecném
(nemonochromatickém) pfipad¢ nemizeme zavést fazové posuvy.

Vyjadieni ztrat pomoci j, E

Vyjdeme z Maxwellovych rota¢nich rovnic pro ptipad, Ze ztraty jsou vyjadieny pomoci proudu
j jako uvolnéné Jouleovo teplo

tE = oB tH—'+aD
rotE =——, rotH =j+—

Prvni rovnici skalarné vynasobime vektorem H, druhou vektorem E a ob¢ rovnice odeéteme
) 0
E-rotH—H-rotE=j-E+ E-—+H - —

Dale vyuzijeme vektorovou identitu
divS§=div(E X H)=H-rotE— E-rotH =
_ g 0B E-i_E oD
B ot J at’

z ¢ehoz dostaneme Poyntingiiv teorém Vv diferencialnim tvaru

divS 'E+E6D+H oB
o= ot at’
Pro posledni dva ¢leny napiSeme v linearnim ptipadé€ a v ptipadé, Ze zmény indukce D probihaji
soucasné se zménami pole E

.6_D=E.a(80€rE)=la(808rE-E)zla(goerEz):auE )
Jt Jat 2 Jt 2 Jt at’
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. L.y 0D )4 . s s y
kde jsme pouzili o0 = €08 50 fo&r JsOU realna Cisla. Podobné

H 0B dup
ot  dt

Celkové dostaneme zakon zachovani vykonu

oD 0B a(uE + uB) aupole
E et o=t =~ ot
d(ug +u
—divS = j-E+ %;

kde ztraty elektromagnetické energie jsou ve vodivostnim ¢lenu j - E jako Jouleovo teplo a
6(u5+u3)
at
vykonovych tokl do infinitesimélniho objemu a z n¢ho ven.

zmény energie elektromagnetického pole v latce jsou . Clen —div S predstavuje rozdil

Vyjadreni ztrat pomoci E, D

Aniz bychom piedpokladali D = ¢y&,E (staci obecny vztah D = ¢yE + P), lze odvodit pro
casovou zménu hustoty elektrické energie

a(E-D)_E 6D+D oE
at ot at’
oD 9d(E-D) D JE 9d(E-D) E O0E p 0E
at ot at ot T at
_9(E-D) . 6D+E oP b )
- ot ot ot at’
. ... OE _ 9D 0P y y aD
kde jsme vyuzili g, Pty Po prevodu ¢lenu E - 5, ha levou stranu

aD_a(E-D)+E oP b o0E
ot ot ot ot

v, aD o . y . . o
coz je vyraz pro E - — vystupujici v Poyntingové teorému. Podobné i pro magnetické pole.

_ _ 10 1/ 0P O
—dlvszjf-E+§a(E-D+B-H)+—(E-——P-—)+

2 Jt ot
o oM aH)
+ 2 (H ot M ot/

Pro nemagnetickeé prostiedi je ovSem M = 0.

Zkusme vypocet pro ¢asovy harmonicky priubéh v néjakém misté 7. Predpokladejme
izotropni prosttedi, vektory E, P, D rovnobézné, vinu linearné polarizovanou, homogenni a
tlumenou. V monochromatickém piipadé muizeme zavést fazové posuny. Popisujme
stacionarni pfipad. PoZadavek homogenity souvisi se zptisobem vstupu viny do absorbujiciho
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prostiedi, napf. kolmy dopad na rovinné rozhrani vakuum — latka. Jak jsme ukazali v Dodatku
13.4), je

1 (@ m @

o ,0; 0, Er €
® . (D
o w lo w
£(w)=-——1—~ f» )+e§1)(w)+ —— (f) )+i81(1)(a)) =
0 0

=1+ xr +ix = &(w)+ig(w)

a lze spojit popis ohmického proudu a dipélovych kmiti do jedné komplexni permitivity a tedy
i do jednoho komplexniho indexu lomu. Oboji harmonicky kmita, ptispévky jsou jen fazove
posunuty. Stacionarnost je vyjadiena harmonickym kmitanim a v souvislosti s tim amplitudy
nezavisi na ¢ase, jen na prostorové soufadnici. V niZze uvedenych vztazich jsou yz' a y;’ vyse
zminéné spojené parametry proudil a polarizace. V redlné symbolice

. N . nw
Ec(z,6) = Eo(z = 0) Re{e! """c%eiwt} = Fy(z) cos (wt =), (104

) n
Ey(2) = Egp e~ 7, t'=t-— =% Eyo amplitudavz =0

E.(z,t") = E;(z) Re {e7"*¥} = Ey(2) cos wt’,
P.(z,t") = gyEy(2) Re {(xg + ix;)(coswt’ —isinwt’)} =
= g0Ey(z2)(xg coswt’ + y;sinwt’),
Jx(z,t") = ggEy(2) (—wyg sinwt’ + wy; coswt'),
D,(z,t') = ggEy(z) (1 + ygrcoswt’ + x;sinwt’),

n+ ik
(coswt’ —isin a)t’)} =
c

B,(z,t)) = Eo(2) Re{
= Ey(2) \/&olty (ncos wt’ + K sin wt’),
’ 1 ’ €o ’ . ’
Hy(z,t) =—B,(zt) = Ey(2) |— (ncoswt’+ ksinwt’),
Ho Ho

1+ yp+ixy; = (n+ix)? = n? — k2 + 2ink.

Udélejme vykonovou bilanci pro uvedeny stacionarni ptipad a zajimejme se o ¢asové stfedni
hodnoty v misté z

,8
(S;(z,t))r = (ExHy)r = E§(2) .U_O (n cos? wt’ + K sin wt’ cos wt')y
0
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1 2 1 2 —Zkgz
=3 gocnEf(z) = 3 gocnEsye ¢

)

as,
(div S(2))y = < = >T = _gqwnk E2(2)

—Zkgz
= —gownk E&, e “"c”,
Znaménko - znamena, Ze do oblasti kolem roviny z = konst. vice vykonu vtéka nez vytéka.
Kmitani j - E je zahrnuto do kmitani E a D. Z divodu poZadované stacionarnosti jsou stiedni

hodnoty ¢asovych zmén hustot energii nulové:

d d
a_t’( Re {E,} -Re{D,}) = ETd [e0EE(2) coswt’ (1 + ygcoswt’ + y;sinwt’)]

d

= goE¢(2) ﬁ(cos wt’ +xg cos? wt’ + y;sinwt’ coswt’ ) =

= wegEE(2)[—sinwt’ — 2 yg coswt’ sinwt’ + y; (cos? wt’ —sin? wt')] =
= wegEE(z) (—sinwt’ — yg sin2wt’ + x; cos 2wt’),

b (Re (£ -Re (D,D) =0

Pro vypocet stiednich hodnot absorbovanych hustot vykonti pouzijme

9P (2) . . .
ot = —iweg(xr +ix;) Eo(2) = wegEg(2)(—ixr + x1),
0P (2) .
gt = weoEg(2) (ixr + x1)
(-5, -
otly
0P, 0P} 1 ] ]
= Z(E; : atx +E,- 6?) = ngoEg(Z)(_lXR +xrtixg tx)=
1 2
= Ea)goEo @xr
P52, -
otlr
0E 0E; ] ]
= Z(P; : atx + P - atx) = ngoEg(Z)(_lXR — X1 tixg—x)=
— wEe
= TOEg (Z) XI'
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1 apP 0E X1

5 (E v P E) = weoEE(2) > = MK &W E:3(2),

1 (H oM M (’)H) _ 0

2 at at)
Porovnejme (div S(2)); = (%)T = —nk gyw E2(z), coz je rozdil mezi plosnou hustotou
vykonu  odtékajiciho zmista z a  pfitékajici do mista z,  zatimco

% (E -Z—IZ - P Z—f) = nkgowE3(z) je hustota vykonu, ktery je predan v tomto misté do latky

z elektromagnetické viny. Aby byl realizovén staciondrni ptipad (aby se latka neohtivala a tim
se podminky — napf. parametry n,k neménily), je tfeba tuto energii (napt. ve formé tepla)
odvadet.

Jednotky:
S(2) div §(2) E-D, E-P E-a—P
at
W m-2 W m?3 Jm3 Jstm3=wWm?3

Udg¢lejme bilanci pro prichod tlumené viny prostiedim o tloustce d. Stale budeme uvazovat

v

stacionarni ptipad. Pro jednoduchost zanedbame wvnéjSi 1 vnitini odrazy; lze si predstavit
antireflexné upravené povrchy. Vykony na vstupu a vystupu jsou

1
(S;(z=0))r = 2 EoC"Ego»

1 2 1 2 —Zkgd
(S,(z=d)r = 5 oM Ego(d) = 5 focmn Ejpe "¢

Rozdil mezi vykonem vstupujicim a vystupujicim (oslabeni elektromagnetické viny) mizeme
napsat v integralnim tvaru ¢asové vystiedovaného Poyntingova teorému

f <S>T Ny dA =
A(V)

1 2 —2k%4a
=[(=S;(z=0))r +(S;(z=d))r] A, = P gcn Egy (e ¢ - 1) Al
Ptitom piedpokladame, Ze ,,bocnimi* ¢astmi integracni plochy zadny elektromagneticky vykon
ani neunika ani nevstupuje. n, jsou vnéj$i normaly k integracni plose A. Zkontrolujme vykon

uvolnény z elektromagnetické viny po draze uvnitt absorbujici latky vztazeny na jednotkovy
prafez A, = 1.

d d
w
(divS(2))y dz = — nkeowE2, | e **c% dz =
T owEgy
0 0
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CESy 1 2% 1 k@
= —nkeywE? e el =2 gocnEZ (e 4 —1).
0WEgy — o 7% 00

o . —
—> >
z=0 z=d

Obr. 13.12 Schéma pro vykonovou bilanci viny prochazejici absorbujicim prostiedim.
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Dodatek 13.6. Zapocteni prispévkiu od spektralné vzdalenych oscilatoru

V naSich hrubych kvalitativnich modelech (obr. 13.5 az 13.8) jsme se pokusili ukazat vliv
pritomnosti vice typt oscilator na vysledky pro relativné spektralné osamoceny lorentzovsky
oscilator:

() = 1+z lql 1 L Ne? 1 N
&lw)= 0 — @? goma)%—i;/a)—a)z

Nnqs 1
h
goMy " Wy — iy, 0 — P

n

kde index [ oznacuje oscilatory s frekvenci wg; < w, a index n oscilatory s frekvenci w, <
wop a pitom spektralng dostatecn€ vzdalené wo — wg; > 7}, ¥ @ t€Z wo, — wo > 7, . Pak Ize
aproximovat ptispévky od indexovanych oscilatort

1+Zquz z nqn 1
&My —iyo— o gomn n = iy,0— coz

= egpmep (W) = niep (W),

protoze imaginarni ¢ast od prispévki oscilatort [ a m & ypp(w) klesa s rozdily w — wg; a
won — @ mnohem rychleji nez ptispévky k redlné ¢asti, jak je vidét i na obr. 13.3. Pro pfispévky
oscilatorti wy; < w, dostavame zaporna Ayy a pro prispeévky od wy < wgy JSOU Ayxg kladna.
Ale pro oba typy ptispévki | i n dostdvame np(w) jako rostouci funkci (normélni disperze
indexu lomu). V nasich hrubych kvalitativnich modelech jsme si dovolili navic aproximaci
nZp(w) = konstanta.
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