Matematicky zaklad

Diferencialni operatory v kartézské souradné soustavé

Vyjadreni diferencialnich operatori je v kartézské souradné soustavé v nasledujici tabulce. V =

(aa_x’ % %) je symbolicky vektor zvany nabla.
B _ (0f 9f of (M.1)
gradf = Vf(x,y,z) = (a,@,&)
. 0E, O0E, OE, (M.2)
divE=V-E = ) + 3y + 57
0E, OE, 0E, OE, 0E, OE, (M.3)
tE=VXE= - , - , -
re <6y 9z 0z ox ox ay
AE = (V-V)E =
_ <62Ex+62Ex 0%E, aZEy+02Ey 0°E, 0°E, 62EZ+62E2) _
2 2 2 " g2 2 2 " g2 2 2
dx dy dz?% ~ 0x dy dz* ~ 0x dy 0z (M.2)
_62E+62E+62E Lanlaced «
=z ozt oz aplacetliv operator
0 (0E, O0E, O0E,\ 0 (0E, O0E, OE,
ddivE=V-(V-E)=|— ,— ,
grad div V-E) [6x<6x "oy "oz ) ay\ax "oy Tz
d (0E, O0E, OE,
— = M.5
6z<6x dy 0z (M.5)
_ 0%E, N 0%E, N (')ZEZ’ 0%E, N 0%E, N aZEZ’
0x?>  0xdy 0x0z dxdy dy? 0dyoz
0%E, N 0%E, N 0%E,
0xdz 0ydz 0z2

Komplexni formalismus pro monochromaticky p¥ipad

Komplexni formalismus pfinds$i mnohé vyhody, z nichZ pouZijeme pocitani stfrednich hodnot a
propojeni popisu vin s materidlovymi parametry uvadénymi bézné€ ve tvaru komplexnich ¢isel..
V této ¢asti budeme komplexni veli€iny oznacovat vinovkou. V béZném textu to systematicky
nedélame, pokud je z kontextu ziejmé, zda jde o Cislo realné nebo komplexni.

Zacnéme porovnanim vypoctu Casové stfedni hodnoty v daném misté¢ z Vv redlném oboru a
Vv &aste¢né komplexnim formalismu pro funkci cos?(kz — wt)
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T

(f(z,t))r = (cos?(kz — at))y = %f cos?(kz — wt)dt =
0

kz—aT kz—aT

B O PP L Y
= cos“gdg=—— 5 (1 +cos 28)de,
kz kz

kde jsme pouzili substituci & = kz — wt, dé = —w dt.

kz—aT

(cos?(kz — wt))y = —% f cos?&dé =
kz

1 1 1
- _ kz—wT __ —sin 2 kz—aT _
1 1 .
=5 (—oT) — yy [sin(2(kz — @T) — sin 2kz] = (M.6)

1 1
=———— (sin2kz cos 2wT + cos 2kz sin 2awT — sin 2kz) =
2 4oT

1
~ 8 (sin 2kz cos 47+ cos 2kz sin4z— sin 2kz) =
Vs

1
2
! 1('2k 'Zk)—1
5 g, (Sin2kz —sin2kz) =-.

Alternativni postup

(f(z,t))r = (cos?(kz — wt))y = % ([eitkz=ot) 4 e‘i(kz‘wt)]z)T =
(M.7)

[ezikz (e—ziwt)T + 2 4 o 2ikz (eziwt)T] — %’

AN

protoze
<e—2iwt)T — <eziwt)T =0,

(sin(wt))r = (sin2wt); = (cos wt); = (cos 2wt); = 0.
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Déle rozebereme piipady harmonicky kmitajicich veli¢in, materidlovych parametri, soucinti a
mocnin komplexnich veli¢in a uziti komplexnich materidlovych parametri v mocninach a
odmocninéch.

a)  Veli¢iny harmonicky kmitajici jako jsou E,P,D, B, H,j atd. V téchto pfipadech maji

fyzikalni smysl redlné ¢asti komplexnich vyrazi pro E, P,D, B, H,j, ... Jako ptiklad vezmé&me
elektrické pole netlumené, rovinné viny Sifici se ve sméru osy z

E(z,t) = Egcos (kz — wt + &) = Re {E(z,t)} = Re {E, e!kz-0t+8)} =

1 | 1 ~ (M.8)
— 7EO (el(kz—wt+6) + e—l(kZ—wt+5)) — E [E(Z, t) + E*(Z, t)],

ptipadné mizeme konstantni fAzovy posuv zahrnout do komplexni amplitudy

E(zt) = Re {Ege® eikz=0D) = Re (Eg itkz=wD)

1 . . - . 1, ~
== (Eosei®kz=00 + s emilkz=0t)) = > [E(z,t) + E*(z,0)].

b) Materialové parametry jako jsou susceptibilita y, relativni permitivita &,., vodivost o atd.
Zde je situace odlisna od ptipadu a), protoze fyzikalni smysl maji redlnd i imaginarni Cast.
Obecné realnd hodnota parametru znamend kmitani veli¢in ve fazi (ptfipadné v protifazi pii

, r v . s oo ’ s v
zaporné hodnot& parametru), ryze imaginarni parametr znamena fazovy posun + > Ozna¢me

realnou a imagindrni ¢ast susceptibility y a ;.
P(z,0) = g7 E(z,t) = & (xg + ixy) Eo e'*270t+9) =
=&y Ey [xgr cos(kz — wt + 8) + i y; cos(kz — wt + &) + (M.9)
+iyg sin(kz — wt + &) — x; sin(kz — wt + 6)]
a realna Cast polarizace je
P(z,t) = Re {13(2, t)} = g Eq [x cos(kz — wt + &) — x; sin(kz — wt +
8] = (M.10)
= &9 Eo (xg cos ¢ — x; sin @),

kde jsme uzili zkratku pro fazi ¢ = kz — wt + §. Komplexni veli¢inu miizeme zapsat tézZ
pomoci polarnich soutadnic v Gaussoveé komplexni roviné

¥ = Ixl "% = |x|(cos oy +ising,), tang, = f (M.11)
R
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takze
P(z,t) = & E, |x|(cos @, cos¢p —sing, sing ) = & E, x| cos(¢p + ¢,) =
= g Ey |x| cos(kz — wt + 6 + ¢,) (M.12)
a prab¢hy P a E jsou fazove posunuty o uhel ¢,. V komplexnim zapisu

P(z,t) = e,7 E(z,t) = g|x|e'?x E, elkz-wt+8) (M.13)
= &olx| E, ei(@x+6) pilkz—wt)

c) Soudiny a mocniny vyzaduji jistou opatrnost, hlavné kdyz provadime souciny (mocniny)
komplexnich veli¢in nebo souciny komplexni veli¢iny a komplexné sdruzené veli€¢iny. Ukazme
na ptikladu E - D, nejprve pro piipad neabsorbujici latky, kdy vektory kmitaji ve fazi (e, je
realné), a izotropni ptipad, kdy vektory jsou rovnobézné. Tento soucin souvisi s objemovou
hustotou elektrické energie. Omezme se na 1 rovinu, napt. z = 0, E, redlné. Pro okamzité
hodnoty a pro stiedni hodnotu

1 1 1
ugp(t) = > E(t)-D(t) = EeoerEg cos?(wt) = Zeoerg [1+ cos(Rwt)],
(M.14)

1 2
(ug(®))r = P £0&rEg,

coz jsou rychlé oscilace na kruhové frekvenci 2w kolem nenulové stiedni hodnoty (ug(t))r.
V ,,naivnim* komplexnim zapisu zkusme

~ 1 N 1 2 ,-2iwt
() = 5 E(©) - D(0) = 5 e0e,Eje
(M.15)

1
=3 go&rEE[cos(Rwt) + i sin(Qwt)],

ug(t) # Re {iig, (1)},

takze jsme s ,,naivnim* uzitim komplexniho formalismu neuspéli. Realna ¢ast g, (t) popisuje
jen rychle kmitajici slozku cos(2wt). Spravny postup je
ug(t) =

- - 1 . .
[E® +E (O]eoer 5 [ E®) + E(O] =

N| -
N =

= %soer [E() E() + EX(OE*(t) + EQE*(t) + EX(HE(D)] =

1 , . 1
= geoerEg (e72wt 4 g2t 4 141) = ZeoerEg [cos(Qwt) + 1].
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Podivejme se, které Cleny prispé€ly ke stiidavé slozce a které ke stfedni hodnoté nenulovou
hodnotou. Ke stfedni hodnoté ptispély E(t)E*(t) a E*(t)E(t). Tedy v nasem piipadu se
osveédcilo

1 - - - - 1
[uE(t)]stf"idavé = 58087‘ [E(t) E(t) + E*(t)E*(t)] = ZgogrEg COS(Zwt)’

1 - o~ - - 1 L
(ue(O)r = geoer [EME™ () + E*(OED] = 7 eogr EQE™ (1) = (M.16)

1. -
=-E@OD*(®),
4
coz da realné hodnoty, pokud oba ¢initelé v soucinu kmitaji ve fazi.

Podobné¢ pro magnetickou slozku energie, ktera ma vsouladu se vztahem (1.46)
V neabsorbujicim dielektriku stejnou velikost jako slozka elektrické energie (vztah M.17). Pro
celkovou hodnotu energie pak dostaneme

1. - 1. -
U= (u)r =(ug)r + (up)r = ZE(t)D*(t) +ZE(t)D*(t) =

(M.17)
1. 1
= EE(t)D (1) = ESOETE(t)E (t)
Opatrné je nutno postupovat v piipadé fazového posunu, kdy je
& = ep +ig = |&,| % = |&,|(cos 8, + isinS,)
a potom
D(t) = g, (eg +ig)Ey et = gyle,| €% Ey e,
~ 1 . . . .
D(t) =Re{D(D)} = =0 ey | Ey (ei0emiwt) 4 o=ilGe=inD)),
Objemova hustota elektrické energie
1 1 s it s is  is i
ug(t) = > E(t)-D(t) = g o .| EE (e!0ce™20t 4 gi0e 4 @10 4 o=ifep2i0l)
2 , .
=g %o le| E§ [cos g + cos(6; — 2iwt)] =
(M.18)

1
=250 le,| E& cos 8, + 750 le,| E& [cos 8, cos(2wt) + sin &, sin(Qwt)] =

1 1
= 70 € EZ + ZSOES [er cos(2wt) + g sin(RQwt)]
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kde prvni ¢len nezavisi na Case a piedstavuje stfedni hodnotu (u(t)) a druhy ¢len piedstavuje
rychle kmitajici slozku s nulovou stfedni hodnotou. Ke stejnému vysledku pro stiedni hodnotu
nas rychleji a pohodInéji dovede postup

1. -
(ug(O)r = 5 [E(t) D*(t) + E*(t) D(t)] =
(M.19)
= %SOES [e™ @t (eg — ig))e't + 't (g + ig))e™ ] = %gogREg_

Kombinaci v hranaté zavorce je nutno pouzit, protoze E (t) D*(t) v ptipadé fazového posuvu
neni realné cislo.

Shriime obecné pravidlo pro soucin 2 ¢asovych harmonickych funkci s fazovym posuvem

£ (&) = focos(wt + &) a g(t) = go cos(wt + 8,).

f@) gl = % fo [e—i(wt+5f) + ei(wt+5f)] % go[e—i(wt+6g) + ei(wc+6g)] —

1 . . . . L
— Zfogo [e—lete—l(6f+6g) + e—l(6f—6g) + el(5f—5g) + eletel(6f+6g)] — (M.20)

1
= Efogo [cos(Za)t + 6 + 69) + cos(6f — 69)].

Prvni ¢len v hranaté zavorce rychle osciluje, druhy ¢len je ¢asové nezavisly a udava stfedni
hodnotu souéinu,

1 .
(F(©) gO)r =7 fog0 cos(8; — 8,). (M.21)

d) Mocniny a odmocniny komplexnich materialovych parametri vystupuji napf. ve
vztazich mezi komplexni permitivitou a komplexnim indexem lomu (komplexnim vlnovym
vektorem. Pro neabsorbujici a nemagnetické prostiedi jsme dostali

D(r,t) = gpe.(w) E(1, 1),
B(r,t) = % Ve (w) E(r,t), H(rt) = \/E—O Ve (w) E(r,t),
0

pii¢emz redlny index lomu n(w) = /&, (w), &ili &,.(w) = n?(w). Tyto vztahy Ize zobecnit i na
absorbujici prostfedi zavedenim komplexnich veli¢in
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& (w) = er(w) +ig(w) = e (w)] €%,

- 1
F (@) = n(@) + ix(@) = V&) = le@)] exp 5i5),

(M.22)
() = N*(w) = [n(w) + ix(w)]?
= n?(w) — k*(w) + 2i n(w) k(w).
Resenim soustavy pro realnou a imaginarni &ast dostaneme
1
n(w) = \/E( /e}% + & + 8R>,
(M.23)

k(w) = \/%( fs,% + &f —£R>,

Zapisme tlumenou, homogenni, linedrné polarizovanou vinu §ifici se ve sméru osy z pomoci
komplexniho indexu lomu

E.(z,t) =Re {E()x exp [i%ﬁ((u)z — iwt]} =
= Re {on exp [i (%nz - wt)] exp (ii%xz)} = (.22

Lz w
= Ey, e ¢ cos (— nz — a)t),
c

kde E;, ma vyznam realné amplitudy v misté¢ z = 0. Lze se setkat i se zavedenim komplexniho
vlnového vektoru, jehoz velikosti jsou K = kg + ik; = % (n +i k). Sméry vektoru kg a k;

mohou byt stejné (ve vinach homogennich) nebo pro viny nehomogenni mohou byt rizné.

Zakladni princip Fourierovy transformace a spektralni hustota
Uvod z hlediska matematické analyzy lze najit na strankach:

http://matematika.cuni.cz/dl/analyza/ tabulka odkazujici na jednotliva témata matematické
analyzy

http://matematika.cuni.cz/dl/analyza/27-for/lekce27-for-dmax.pdf (Fourierovy fady)

http://matematika.cuni.cz/dl/analyza/37-fou/lekce37-fou-dmax.pdf (Fourierova transformace)



http://matematika.cuni.cz/dl/analyza/
http://matematika.cuni.cz/dl/analyza/27-for/lekce27-for-dmax.pdf
http://matematika.cuni.cz/dl/analyza/37-fou/lekce37-fou-dmax.pdf
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Z hlediska zékladua a aplikaci Fourierovy transformace v nékterych fyzikalnich oborech jsou
zajimava skripta
http://physics.fme.vutbr.cz/~komrska/Fourier/FOURIER.ZIP.

Vétsina matematickych vét vztahujici se k tomuto tématu zacina: ,,Necht f je po ¢astech hladka
na R a integral f]lel konverguje. Potom ...*

Omezime se na jednorozmérnou Fourierovu transformaci realné funkce f(t) a pro nazornost ji
budeme prezentovat jako vztah mezi funkcemi zavislymi na Case t a kruhové frekvenci w. FT
je vsak mnohem obecné;jsi a nachazi Siroké uplatnéni v nejriznéjsich disciplinach.

Zatnéme realnym rozvojem realné periodické funkce s periodou T s pouzitim kladnych
diskrétnich kruhovych frekvenci w,,

21

f(®)=f(E+T), 6w=?, Wy, =ndéw >0,
fr(t) = S (an cos wyt + by, sin w,t),

2

n=1
2
== , x stfedni hodnota, :
Tff(t)dt 2 X stredni hodnot (M.25)
T

2
n =7 jf(t) cos wy,t dt,

0
T
2 .
=7 ff(t) sin w, t dt,
0

Pro vychozi funkci a soucet fady jsme pouzili odlisné symboly, protoze funkce f(t) a fr(t)
nemusi byt totoZzné. Napi. pokud se 2 funkce li§i v konecném poctu bodt, dostaneme pro né
stejné koeficienty a, a b,,.

Piejdéme ke komplexnimu formalismu

by, .
fF(t) = + [ (elw”t + e““’nt) -|- (elwnt —lwnt)] =

M8

%o
2
1

|

S
1l

, 1 .
(a, — iby) e'“nt + > (a, + ib,) e‘“"”t] =

N| =

NgE

Ao
==+
2

S

I
s~

© (M.26)
o eln6wt+ +che—1n8wt_

n=1

S
1l
ey


http://physics.fme.vutbr.cz/~komrska/Fourier/FOURIER.ZIP
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-1 [ee]

[o.0]
Z » a z iy z .
— Cneo € lné'wt_l_?_l_ Cnso € indwt _ c, e ln&ut’

n=—oo n=1 n=-—oo
kde

. a 1 _
Cn<o = E (an - lbn); Co = 7; Cn>0 = E (Cln + lbn).

(o] o [ % ]
fF(t) — Z Cne—iwnt — Z_w Z I J f(t’) etont’ dtrI e~ tont (M.27)
i "l J

Pivab rozvoje spo¢iva v tom, Ze jak uvnitf hranaté zavorky, tak vné oba ¢leny e'®nt’ g ¢ ~'@nt

obsahuji tutéz kruhovou frekvenci w,. To je disledek ortogonalnosti soustavy

trigonometrickych funkci

TL'

f sin mxcosnxdx =0 provSechnam,n,
-1

s

]sin mxsinnxdx =0 prom # n,
—T

=m prom=n=0(,
Y

jcos mxcosnxdx =0 prom #n,

-7t

=7 prom=n#0,
=2n prom=n=0.

Piechod k neperiodickym funkcim Ize povést jako limitu pro prodluzovani periody T — oo,
tj. zkracovanim rozdilu ,,sousednich® frekvenci 6w — 0

L)
0 s [m

fF(t) — ali)rf,lo % e-indwt J f(t) elwnt! dt'|, |
n=—oo [ —TT
dw

coz lze pro ,rozumné“ funkce f(t") zapsat jako integral, ktery je zakladnim vztahem
fourierovské analyzy a s vyjadfenim patficnych predpokladi je nazyvan Fourierova véta)
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LR | | (M.28)
fr(t) = 7 f [ f f(t) et? dt'] e “do

— 00

10
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Vyraz v hranaté zavorce

FFOY@) = F(D) @) = fu@) = [ FE) e dr -

ptredstavuje Fourierovu transformaci (Fourieriv obraz) funkce f(t) a jeho vyznam spociva
Vv urceni velikosti 1 fize monochromatickych piispévkt. Jinymi slovy urcuje spektralni hustotu
funkce f(t). Objevuje se zde potiz s absolutni integrabilitou stacionarni (nekone¢né dlouho
trvajici) funkci f(t).

Pokud se objevi vyraz ,,spektralni hustota“ bez dalsiho uptesnéni, byva casto myslena spektralni
hustota energie « f,,(w) fi;(w)

Zpétna Fourierova transformace ma v nasem ptipadé podobu

1 .
fo© = [ fulw) e do a0

Poznamka k jednotkém: koeficienty a, b, ¢ ve Fourierovych fadach maji stejny fyzikalni rozmér
jako sama funkce f(t). Tedy kdyz se jedna o elektrické pole, budou vyjadfovany ve V m™.
V piipadé spektralni hustoty je z integralu zfejmé, ze rozmér se bude lisit o rozmér veli€iny ¢,
vV piipadé spektralni hustoty elektrického pole budeme uzivat V. ms,

, . 1 “ C y C e

Poznamka ke koeficientu py Jeho rozdéleni mezi pfimou a zpétnou transformaci zalezi na
 ONAS S T C g 1 1 . .

dohod¢. Muze byt tieba symetrické jako /E a ’E Vzhledem k rozméru dw rad s* se

v v - - ., . , .. 1 , v N
upiednostiuje volba pripojeni k integralu dw a koeficient 5, ma rozmer rad.

Alternativa k pouzivani kruhové frekvence je uzivat (,,obycejnou®) frekvenci v = % a pak

Fourierovu vétu l1ze psat

fr@®) = Jm [ f f(t) e2mv dt'] e~ 2t gy,

—00 =—00

(M.31)

11



