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takZe rovnica (43) nadobudne tvar

(QW2_C44-~) e'=O.

Teda vsetky priecne vlny siriace sa v smeroch [1, 1, 1] maju rovnake rychlosti
a fubovofnu polarizaciu v rovine kolmej na smer sirenia.

Rychlosti v[n dostaneme jednoducho z rovnic (40), resp. (43), ak ich vymisobime
skahirne prislusnym vektorom polarizacie.

28. Optlcke kmity
a dielektricke vlastnosti kryst610v

V tejto stati bud erne vysetrovat' dlhovlnne opticke
kmity ionovych mriezok s kubickou symetriou typu NaCl, CsCl, a ZnS. Taketo
krystaly maju skalarnu dielektricku permitivitu, a teda su opticky izotrolme.
Dlhovlnne akusticke kmity sme vysetrovali v predchadzajucej stati na baze
makroskopickej teorie pruznosti (nevzt'ahuje sa to na latky typu ZnS, ktore su
piezoelektricke). Pri akustickych kmitoch sa atomy oboch typov vychyfuju takmer
suhlasne a pohybuje sa hmotny stred Qunky, preto na opis vlnenia sme pouzili
vektor posunutia, ktory udaval pohyb hmotneho stredu. Naproti tomu pri optic
kych kmitoch t'azisko zostava takmer v pokoji a atomy tej istej elementarnej bunky
sa pohybuju opacnym smerom, teda opticke kmity treba opisovat'. velicinol,l
charakterizujucou relativne posunutia atomov bunky. Pokiaf su atomy v rovnovaz
nych polohach, polarizacia (elektricky dipolory moment pripadajuci na objemovU
jednotku) i intenzita elektrickeho pofa v uzloch mriczky sa vo vysetrovanych
strukturach vysokej symetrie rovnaju nule. Avsak, ak sa iony bunky vzajomne
vysunu, dojde k polarizacii a vzniku nenuloveho- elektrickehb pofa i v miestach
ionov. Pre dlhovlnne opticke kmity mozno sformulovat' makroskopicku teoriu.
V dlhovlnnej oblasti q' a~ 1 kladne iony v makroskopicky malo m objeme (ale
znacne vacsom nez objem elementarnej bunky) budu mat' tu ism rychylku u+.
Podobne zaporne iony v mikroskopicky vefkom okoli toho isteho bodu budu mat'
rovnake vychylky u_. V limite q = 0 to znamena, ze obe podmrieiky sa proti sebe
pohybuju, ale pritom kazda z podmrieiok zostava nedeformovana.

Pri vysetrovani kmitov ionorych krysmlov mame docinenia s cfalekodosahujuci
mi coulombickymi interakciami. Ako sme v predchadzajucej stati spomenuli,
v takomto pripade postupujeme tak, ze z celkovej interakcie vydelime coulombic
ku cast' a nahradime ju lokalnym elektrickym pofom El' ZvysujUca cast interakcie
uZ je kratkeho dosahu. Ak sa ion vychyli z rovnovaznej polohy, posobia nan sily,
ktore sa ho snazia vratit do rovnovaznej polohy. Tieto sily pri malych rychylkach su
umerne relativnym rychylkam vybraneho ionu proti ostatnYm. V limite qa ~ 1 pre
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(28.1)

sily knitkeho dosahu to znaci, ze su umerne u+ - u_, pretoze relativne rychylky
ionov toho isteho druhu, z blizkeho okolia vybraneho ionu, sa rovnaju nule.
Pohybove rovnice oboch typov atomov potom maju tvar

M+u+ = -k(u+ - u_) + eEL,

M_u_ = -k(u_ - u+) - eEl,

kde M+ a M_ su hmotnosti kladneho, resp. zaporneho ionu, e je naboj kladneho
ionu a z elektrickej neutrality elementarnej bunky vyplyva, ze naboj zaporneho
ionu je '-e. Rovnost elastickych koeficientov k v oboch rovniciach vyplyva zo
zakona akcie a reakcie. Koeficient k mozno urcit z repulzivnych sil posobiacicQ
medzi ionmi, resp. pomocou koeficientu stlacitefnosti.

Z rovnic (1) vyplyva nasledujuca rovnica pre relativnu vychylku u = u+ ~ u_

Mu = - ku + eEl, (28.2)

kdeM = M+M_/(M., + M_) je redukovami hmotnost. Rovnica (2) vsak staleeSte nie
je makroskopicka, pretoze v nej vystupuje mikroskopicke lokalne pole El . Lokalne
elektricke pole, ktore posobi na vybrany ion, je tvorene vsetkymi ionmi mriezky.
okrem vybraneho. Toto pole sa na vzdialenostiach rovnajucich sa mriezkovej
konstante meni. Makroskopicke pole, ktore zahfiia aj pole uvazovaneho ionu, sa
rovna strednemu pofu v makroskopicky malom objeme, ale vacsom ako objem
elementarnej bunky. Toto pole sa na vzdialenostiach porovnatefnych s mrieZkovou
konstantou nemeni. Avsak rozdiel medzi lokalnym pofom, ktore p6sobi na ion,
a makroskopickym poJ'om v mieste ionu je urceny iba rozdielom tychto poli
v blizkom okoli tohto ionu. K tomuto vysledku mozeme prist takto: OpiSme okolo
vybraneho ionu guJ'u polomeru r ~ a a rozdeJ'me obe polia na dye casti

(28.3 )

(28.4)

kde E<, E~ su polia tvorene nabojmi z interieru gule a E>, E~ z exterieru.
Pole E, v strede gule, tvorene nabojmi zvonku gule, bude sa iba malo menit na

vzdialenosti porovnatefnej s mriezkovou konstantou, pretoze je tvorene nabojmi
na vzdialenosti vacsej nez r a r ~ a. Potom vsak pole E~ v strede gule sa rovna
strednemu pofu E>. Ak teraz odcitame obidve rovnice (3) a (4),- dostaneme

(28.5)

K6cfze stredna hustota naboja vo vnutri gule sa rovna nule, elektricke pole E< je
urcene vektorom polarizacie P. Pre homogenne polarizovanu guru makroskopicke
pole E< sa rovna Lorentzovmu pofu

P
E = -3. (28.6)Eo
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Intenzita pofa E;" v mriezkorych bodoch krystalu s tetraedrickou a vyssou
symetriou sa rovna nule (Born a Huang 1954). Teda intenzita elektrickeho pofa El
v homogenne polarizovanych krystaloch uvazovaneho typu je

(28.7)

kde Eo je dielektricka permitivita vakua a makroskopicke elektricke pole E je
riesenim Maxwellorych rovnfc s prislusnymi okrajorymi podmienkami a materialo
rymi vztahmi. .

Uvazovane ionove krystaly maju relativnu magneticku permeabilitu prakticky
rovnajucu sa jednej, a teda jeden z materialorych vztahov je proste

B=/1oH, (28.8)

kde B je vektor magnetickej indukcie a /10 je permeabilita vakua. Druhy
materialory vztah sa tyka vektora elektrickej indukcie D

D = EoE + P, (28.9)

(28.11)

resp. vektora polarizacie P, ktory mozeme vyjadrit takto: Posobenim lokalneho
elektrickeho pofa sa elektronory obal povodne centralne symetrickeho ionu
deformuje, eim ion ziska dipolory moment PJ . Pri nie prflis silnych poliach je tento
dipolory moment umerny pofu:

PJ = EoaJEl, (28.10)

kde koeficient umernosti aJ sa nazyva polarizovatefnost J -teho ionu. Polarizova
tefnost ionu je konstantna, pokym frekvencia pora je dostatoene nizka, takZe pole
nesposobi prechody medzi elektronorymi stavmi ionu. V uvazovanych ionorych
krystaloch k takymto prechodom dochadza az v ultrafialovej oblasti.

Ak lokalne elektricke pole je rovnake pre iony z tej istej elementarnej bunky,
potom elektronova polarizacia P., t. j. elektricky dipolory moment objemovej
jednotky, pochadzajlici od polarizacie samotnych ionov, sa rovna

P. = ~: (a_ + a+) El,

pretoze na objemovU jednotku pripada 1I.Qb ionorych parov, kde .Qb je objem
elementarnej bunky a a_, resp. a+ je polarizovatefnost zapornych, resp. kladnych
ionov. A vsak elektricke pole nesposobi iba elektronovU polarizaciu, ale i tzv.
polarizaciu ionovU, pri ktorej sa kladne a zaporne iony ako celky vychylia zo

svojich rovnovaznych poloh. Ak ryc~ylky toho isteho typu sa malo menia na
vzdialenosti rovnajlicej sa mriezkovej kOnStante, ionova polarizacia Pi sa rovna

e

Pi = .Qb U, (28.12)

kde U = u+ - u_ je vyssie zavedena relativna rychylka ionov.
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Polarizacie Pe a Pi maju ui vyznam makroskopickych velicin a ich SlIcet dliva
celkovU polarizaciu

P = Pe + Pi . (28.13)

Ak do vzt'ahu (11) dosadime za E, zo (7) a tento ryraz spolu s Pi dosadime do (B),
dostaneme rovnicu pre P, ktorej riesenim je

kde

-
w=u~~,

(28.14)

(28.15)

(28.16)

Dalej, ak dosadimeza Et v rovnici (2) a pouiijeme vzt'ah (14), rovnica (2) bude
mat' tvar

(28.17)

(28.18)

kde

k e2 ( a rlb11=-M+MQh3En 1-3Qb ' bI2=b21•

Rovnice (14) a (17) predstavuju druhy "materialory vzt'ah". Veliciny a a k nie su
priamo meraterne, preto koeficienty b nemozeme z nich urcif. Avsak parametre b

mozno vyjadrit' pomocou inych meraternych velicin. Hfadajme rieSenie rovnice
(17) v tvare rovinnej vlny, 1. j.

(28.19)

Z rovnice (17) potom dostaneme

(28.20)

Ak tento ryraz dosadime do rovnice (14), dostaneme

(28.21)

Z rovnice (20) a (21) vyplyva, ze E a P maju tiez tvar rovinnych vfn a ze su
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rovnobeine s vektorom w, Elipliw. Ak porovmime teraz rovnicu (21) s definicnou
rovnicou reJativnej dielektrickej permitivity E,

dostaneme

P=(E,-l) EoE, (28.22)

(28.23)

Tento vziah udava relativnu dielektricku permitivitu ako funkciu frekvencie (J),

preto sa nazjva disperzna formula. Disperznu formulu mozno vyjadrii pomocou
experimentalne merateInych velicin. Pre frekvenciu (J) = 0 velicina E, ma vyznam
statickej permitivity, ktoru oznacime E,(O) a rovna sa

(28.24 )

Naopak v limite vysokych frekvencii, prakticky z oblasti viditeIneho spektra,
E, (00) = n \ kde n je index lomu svetla extrapolovany na nekonecnu frekvenciu

(28.25)

Ak (J)2 = -bll, permitivita rastie nad vsetky medze. Frekvencia

(28.26)

sa nazYva disperzna kruhova frekvencia a casta tiei s privlastkom infracervena,

pretoze (J), vacsiny i6novych krystalov leii v infracervenej oblasti, napr. pre NaCI

(J), = 3,09' 1013 S-I. Frekvencia (J), sa experimentalne urcuje ako frekvencia, pri
ktorej je maximalna absorpcia infracerveneho ziarenia v tenkych vrstvach. Oznace

nie disperznej frekvencie symbolom (J), nie je nahodne. Transverzalne opticke

kmity s vlnovou d(zkou znacne mensou, nei su rozmery vzorky, avsak dlhou

v porovnani s medziat6morymi vzdialenosiami, negeneruju makroskopicke pole
E, takZe (17) nadobudne tvar w = bl;"w. Tato rovnica musi byi identicka

s pohybovou rovnicou transverzalnych optickych kmitov, W= -(J)~w, 1. j. -bll
rovna sa stvorcu charakteristickej frekvencii dlhovlnnych transverzalnych optic

kych kmitov (J)~. Ak teraz prepiSeme rovnicu (23) pomocou koeficientov E,(O),

E, ( 00) a (J)" dostaneme

E, = E,(oo) + E,(O) - E,(oo)

1- (: r .
(28.27)

Z tohto vziahu vidime, ze pokiaI je (J) ~ (J), ~ 1013 s-\ mozeme (J)2/(J)~ zanedbai

vzhIadom na jednotku a plati EJ= E,(O), 1. j. pri nizkych frekvenciach je E,

kOnStantna a rovna sa statickej dielektrickej konstante. Naopak pre (J);;> (J),
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mozeme v (27) zanedbai druhy clen a E, == E, (00) = n 2 = konst. Vidime, vzhfadom

na vziahy (25) a (16), ze pri vysokych frekvenciach sa uplatiiuje iba elektronova
polarizacia. Pri nizkych frekvenciach, ked' iony stacili sledovai zmeny elektrickeho
pofa, uplatnila sa i ionova polarizacia. To je pricinou toho, ze dielektricka

permitivita ionorych krystalov pri nizkych frekvenciach je vacsia nei pri vysokYch.
Zaujimary je interval frekvencii blizkych k hodnote CV,. Ak sa k hodnote cv,

priblizime od niZsich frekvencii, E, rastie od hodnoty E,(O) do + 00, ak sa k cv,

blizime od vyssich frekvencii, E, sa meni od E,(oo) do -00. Permitivita E, nadobuda
nulovU hodnotu pri frekvencii CVI

(28.28)

(28.29)

Tento vziah, ktoreho zmysel si objasnime d'alej, sa nazyva Lyddanov-Sachsov
- Tellerov vziah.

V intervale od cv, do CVI je E,(CV) zaporne a index lomu n = v' E,(CV) rydzo
imaginarny. to znamena, ze elektromagneticke ziarenie s frekvenciou z intervalu

< cv" CVI) sa bude od krystalu uplne odrazaf.5 Frekvencia CVI pre NaCI ma hodnotu
cvI=4,87'1013s-1 [E,(0)=5,02 a E,(00)=2,25], ciZe tento interval je pomerne
uzky.

Zmysel frekvencie CVI danej vziahom (28) a disperzny vziah cv(q) elektromagne
tickych vIn najdeme riesenim Maxwellorych rovnic

div D = 0, rot E = _ aBat'

div B = 0 rot H = aD
, at

spolu so vziahmi (8), (9), (14) a (17). Riesenie budeme hfadai v tvare rovinnej vlny
(19). Zo vziahov (20), (21) a z Maxwellorych rovnic potom vyplyva, ze i E, P a H
maju tvar rovinnych vino Z prvej Maxwellovej rovnice dostaneme

iq . (E oE +P) = O.

Tato rovnica ma dye nenulove riesenia:

(28.30)

I.

n.
EoE+P=O,

(EoE+P)l..q.

(28.31)

'(28.32)

Uvazujme najprv pripad I. Pre tento pripad z tretej a stvrtej Maxwellovej rovnice
dostaneme

, Koeficient reflexie R pre kolmo dopadajuce iiarenie na povrchu krystalu je R = In - 1rn + 1
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iq·H==O, iq x H == 0, (28.33)

z coho vyplyva, ze H == 0 v celom priestore. Pre H == 0 druha Maxweliova rovnica
dava

iq x E == O. (28.34 )

Zo vztahov (20), (21) a (34) vyplyva, ze E, P a u su rovnobezne s vlnorym
vektorom q, cile pripad I predstavuje pozdfine vlny. Oisperzny vztah w(q) urcime
z rovnosti (31) tak, ze v nej P vyjadrime prostrednictvom E pomocou vztahu (21)

(28.35)

Aby mala tato rovnica nenulove riesenie, musi sa ryraz v zatvorke rovnat nule.
Tato podmienka je vsak ekvivalentna rovnosti Er(W) == O. Teda rovnica (35) bude
mat netrivialne riesenie iba pre W == W/ , teda W/ je dane vztahom (28). Frekvencia
W/ ma teda ryznam vlastnych frekvencii pozdfinych optickych kmitov. Z Lydda
novho-Sachsovho-Tellerovho vztahu (28) vyplyva, ze w/ nezavisi od vlnoveho
vektora q, a teda grupova rychlost 3w /3q pozdfinych dn sa rovna nule. Vzhfadom
na to, ze pre pozdfine vlny sa H == 0, nule sa rovna i Poytingov vektor E x H, a ted~
pozdfine vlny nenesu elektromagneticku energiu.

V n. pripade, ako vidiet zo vztahov (32), (20) a (21), je

q..L(wIIEllp)·

Zvysujuce Maxwellove rovnice maju tvar

q'H==O,

q x E == w{1oH ,

qXH==-W(EoE+P).

(28.36)

(28.37)

(28.38)

(28.39)

Z tychto rovnic okamzite vyplyva, ze vektory q, E a H su vzajomne ortogonalne
a ze tvoria pravotociry system. Teda pripad If- predstavuje priecne vlnenia.
K danemu q a E vektor H je rovnicou (38) jednoznacne urceny. Avsak k danemu q

vektor E maze byt este fubovofne orientovany v rovine kolmej na vektor q.
V rovine vsak mozno fubovofny vektor vyjadrit linearnou kombinaciou dvoch
nekolinearnych vektorov, teda ku kazdemu q mame dye nezavisle riesenia napr.
vzajomne ortogonalne. Ovom nezavislym rieseniam zodpoveda dvojnasobna dege
neracia priecnych vlneni. Oisperzny vztah pre priecne vlny najdeme takto:
Orientujme suradny system tak, aby q bol rovnobeiny s osou x a E s osou y, potom
H bude v smere osi z. Potom rovnice (38) a (39) nadobudnu tvar

qE == w{1oH ,

qH == WEoErE ,

I'

(28.40)

(28.41)
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kde rovnica (41) vznikla z rovnice (39) s pouiitim vzfahu (22). Rovnice (40) a (41)
maju nenulove riesenia, ak determinant z koeficientov pri E a H sa bude rovnaf
nule,

Iq,- WEoE"
(28.42)

Z tohto determinantu s pouzitim (27) dostaneme rovnicu

W4E,(OO) - W2[W~E,(0) + c2q2) + w~c2q2 = O. (28.43)

(28.44 )

W'.~Tato rovnica pre male hodnoty vlnoveho vektora q, q ~- V E,(O), (q ~ 103 cm-I)c

ma dye dvojnasobne degenerovane riesenia

w2 = w2 E,(O) = w2
1 'E,(oo) I,

(28.45)

W, --
Pre vefke hodnoty q >P-Y E,(O) riesenia suc

(28.46)

a

(28.4 7)

Rovnicu (43) mazeme prepisaf takto:

(28.48)

Pretoze q 2> 0 a v stabilnych mriezkach tiez W 2> 0, z rovnice (48) vypl9va, ze
v intervale (w" w/) rovnice (43) nema riesenie. Riesenia pre priecne i pozdline
vlny schematicky znazornuje obr. 28.1.

Pretoze nie je mozne oddelif opticke kmity i6novej mridky od elektromagnetic
keho vlnenia, nemozno ani rozdelif frekvencne spektrum na cisto kmitove vetvy
a cisto elektromagneticke vetvy. Riesenia WI a W2 predstavuju ~,zmes" kmitov
mriezky a elektromagnetickeho vlnenia s porovnatefnym zasrupenim.6 RieSenie WI

6 V poslednom case sa coraz castej§ie zjavuje v literature spoloene pomenovanie polarit6n pre fot6n
viazany s elementarnymi excitaciami kry§talov (takymi, ako su fon6ny, excit6ny, plazm6ny a magn6ny).
Preto riesenie rovnice (43), ktore je schematicky znazornene na obr. 28.1 plnymi ciarami s indexom t,
predstavuje disperzny vziah polarit6nu.
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je zhodne s vlastnou frekvenciou longitudimilnych vln (ktore nenesu elektromag
neticku energiu) a ma teda charakter optickych kmitov mriezky. Riesenie Oh ma

charakter elektromagnetickych vln s rychlostou v =C/YEr(O), ktorym zodpoveda
priamka b na obr. 28.1. Riesenie W3 111acharakter elektromagnetickych vln

~
Obr. 28.1. Dlhovlnne disperzne krivky optickych modo v a elektromagnetickej vlny v dvojat6movom
i6novom krysmli.

s V =C/YEr(oo) (priamka a). Pri vysokych frekvenciach iony nestacia sledovat
elektromagneticke pole a W3 predstavuje takmer ciste elektromagneticke vlnenia

v prostredf s indexom lomu n = Y Er( 00 ). Konecne i zo vztahu (20) vidiet, ze
vychylky u budu pri vysokych frekvenciach znacne mensie nez E. Riesenie W4

naproti tomu ma zase charakter cistych transverzalnych optickych kmitov mrietky.
Pri w """w, ~mplitudy u budu znacne vacsie netE [pozri (20)].

Interval (w" W,) predstavuje pas nedovolenych frekvencii, v ktorom nemozno
prenasat energiu kryStilom. V tomto pase, ako sme ut uviedli, nastane uplny odraz
elektromagnetickeho ziarenia.

l

Wit t

t,
~

w~I//II
/II

/
IQ/

/
/ ./I ././

/ /6I /I /./I /I //-----I--------/~----I /
/ /I /./

/ .// /.// /
/ /

/ /~//w2
o

w
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Idealny odraz v intervale frekvencii (w" w/) je vsak iba dosledkom pribliinej

teorie. V uvedenej teorii sme sa obmedzili iba na male relativne vYchylky atomov.
Poutili sme harmonicke priblfzenie, v ramci ktoreho sHy su umerne vYchylkam

a mridkove vlny sa pohybuju nezavisle. A vsak pri frekvenciach w = w, i male polia
E su schopne vyvolaf veTke vYchylky [pozri (20)]. Teda sme nuteni teoriu roz.sirit
a uvazif i anharmonizmus medziatomovYch sil. Potom ut mriezkove vlny nebudu

nezavisle, budu interagovaf a budu si vzajomne odovzdavaf energiu. Vcfaka tejto
interakcii, energia optickych kmitov, ziskana od vonkajsieho poTa E, bude

postupne prechadzaf na ostatne kmity mriezok, co sa nakoniec prejavi ako zvYsenie

teploty krystalu. V ustalenom stave strata energie kmitov mriezky musi byf
vyrovnavana tokom elektromagnetickej energie, co sa makroskopicky prejavi ako

absorpcia elektromagnetickych v[n. Kecfze s elektromagnetickym ziarenim inter

aguju iba priecne kmity (pozdfine kmity nemaju zlozku polarizacie do smeru
elektrickeho pofa elektromagnetickeho vlnenia) a maju maximalne amplitudy pri
w ::::w" najsilnejsia absorpcia ziarenia bude pri tejto frekvencii. V dosledku

prenikania elektromagnetickeho vlnenia do krystalu, samozrejme, poklesne jeho
reflexia.

UZ sme spomenuli, ze krysraly s dvoma atomami na primitivnu bunku maju

3 akusticke a 3 opticke vetvy. Natiska sa teraz orazka, ktore su to tie 3 opticke

vetvy. Poeet vetiev zavisi od poctu stupnov vofnosti atomov primitivnej bunky. Na

opticke kmity pripadaju 3 stupne vofnosti. Avsak elektricke, resp. magneticke pole
elektromagnetickej vlny dava cfalSie "stupne vofnosti". Dvom nezavislym riese

niam pre E zodpovedaju cfalSie dva stupne vofnosti. Preto sme dostali (pozri obr.

28.1) 5 vetiev; transverzalne vetvy su 2-krat degenerovane. Kecfze pre vefke q

vetvy priecnych vlneni mozno ut povazovat za Cisto elektromagneticke (W3) a cisto
mechanicke (w.), vetvy W1 a 2-krat degenerovana w. = w, su hfadane 3 opticke

vetvy. Hodnota q, od ktorej toto rozdelenie mozno urobif, je pribliine 103 cm-I.

Hranicny impulz Brillouinovej zony je pribliine 108 cm-\ a teda riesenia WI a W2

pokryvaju iba malu cast zony. Preto v niektorych pripadoch, ako napr. pri vYpocte
mernych tepiel, mozno prispevky od WI a W2 zanedbat. Kecfze v tejto stati sme sa

obmedzili na dlhovlnne fonony qa ~ 1, grupove rychlosti optickych vfn sa rovnaju
nule. Vseobecne to vsak tak nie je a opticke vetvy maju tid disperziu.

29. Fon6ny

V stati 26 sme videli, ze vlastne riesenia pohybovej

rovnice atomov krystalickej mridky v harmonickom priblfzeni su

Q"(q, A) eiW( •• A)'-i •.•••• (29.1)

Dalej tie to riesenia podTa state 23 musia byf ortogonalne a splnovaf vzfah uplnosti,
1. j.
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